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������ 7 
 
��	
��
�� � ����-������  
 
��������	�: ������� � ����	�

�� ��
������, ��
������ � ���������
� � 
����������, ���������
�� �
�����������, ����-����
�, ������� � 
��������
�� ������� �����, ���������
�� ���������, �����- � 
��������������
�, ���	�����	�� ��
������, ���������� ����	�

�� 
��
������, 
�������

�� �����, ��
��
�� ��
������, ���	����
�� ��������� 

� ������
��, �������
�
�� ����
���
��, �������
�� �����. 
 
   
�� ��� �
�������� �����, ��	 �������� �����	
�� 	 ������� ������ ���� 
�����	
�� ���������
�� ���������� 	 �����
�����
 	�������	����� ���� 
�����	
��. ����� ��� 	�
�����
��	� ������� � 
��, �
� �
�
 ���� ���� 
���������
, ����� ������	� �����	
�� � ����� ������� �
��������

�. 
����
������� 	�����	� 	�������	����� �
�� ��	� � ��������� ����	���		 
�����	
��� 	�	, ����	�	 ������	, 	�������	����� �
���
��� �����	
��� 
�����
�� 	���!�	
����� ������ �������. � ���
���
	, ����� 	� ������ 	� 
	�������	����� ����� �����
�� ��������	� ���� ��������� ����	���	� 
�����	
�� �� ���	��	
������ �	�
���� ������������ ���	
��
���. "���� 
#��� ��������, �
� ��� ���	�����
�� ��	���	! ���� ������������ ���� 
����� �����	
��. $�����	�, �
� ������ ������������ ����� ��������
 
���#	
� ������		 �����	
�� �� ������. %�	 �
�� ������ ������	� ����� 
�������
� ���� �� ������ ���������
�����, � ��� ������		 ���
�	 ������ 
������ – �����������. 
   %��� ��
 �	���	� �������	�, �� �!&	� ������
�	��
� ���� �����	
�� ��� 
���	�������� ��	��
	�������� ��	��	����	� ����. '�� �����	���	� 
�#&���
	 ����� ��	
�
�, �
� �� �����&�� � ����
���� ��	���
	������ 
����
����
�� X �������&�� ���������
	 n. "�����
�	� ��&��
������ 
�����	���� f(x), ������������ �� 
�����-��� 	��� x ����� �����	
�� G. 
%��������	�, �
� ���� 	��
 	� 
���	 u � 
���� v. '���� �����	
�, �
� 
�����	���� f(x) ������
��
 (�� �#����
) ����� �
�� ���	, ���	 f(v) >f(u) 
(f(v)(f(u)). $������ �����	���� f(x) ������� (����	�

��) ��
������� ����� 
G, ���	 �� �
���� ������
��
 (�� �#����
) ����� ���� ��� �����. 
   �
����� ������
	 ������
�� ��� 	���������	� �
���
��� �����	
��� ����� 
	� ����� ���������
�� �����
���	 ������
��. %��
� 	����
�� �����-�	#��� 
������� ������
�� f(x). 
����� ��� 	�� ����� �����	
�� �� ����� 	 
����� �� 
����� ���������
	 ������ f(x)=c ������
�	 f(x). "���#��� ��� ��� 	�� ����� 
�� ������ �� ��	���������
	 ���������
�� ������� 	 ������������ ������ 
� ������� ���
� ����
��
� c. )���, �
� ������ ������	� ����� �������
� 
�������������
� � 
�� �� �������. $� �!#�� ���������
	 ������ �	���	� 

���	-��� 	�� �� ����
 #�
� ������� �	 �����	 ����� �����	
��, �	 ��� 
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��
��	. *
� �������
, �
� ���
��
�
��!&	� 
��	� ��� 	��� ������		 ����� 
�������
� ���������
�. +���	�	 ������	, ����	� �!#�� �
����� ������
�	 
��������
 ����� �� ���������
	 ������� ���
��	
� �����������! ����� ����� 
	�	, �
� 
� �� �����, �����������! ����� �����	
��. ����� 	 �#��
���: 
�!#�� ������������ ����� ����� �����
��	
� ������ �����������! �
����! 
������
��. +�� �� ���
����	� ���#���	�� �����	
� ������	� ������
�	 � 
������ ��� 	�� x ������ ������ 
��� ����� ������������ �����, � ��
���� 
����������
�� �
� ��� 	�� x. 
   ���	� �#�����, ����� �
���	�	 ������
���	 	 ������������	 ������	 
�����	
�� ��
�������� ���	���� ���
��
�
�	�. ,��� �����	
�� 	 ������
�	 
����!
�� ��
���
	����	�	 �#-��
��	. �������
�����, �� ������ 	� 
	����������	� ����� �����
� ��
���
	����	� ������
 ��� 	�����	� 
��������	��� � �����	
���. *����
	����
� 	�����	� �� ������ #���
 
���	��
� �
 
���, ��������� � �������&�� ��� 	���������	� �	�� ����
�� 
�����
��	
� ���� �����	
�� 	 � ����� ������ �����	������ ��	��
�� 	���
� 
������
�	. ������ ��������, �
� � �������� ������ �� �����
�� �	 ����� 
�
����� ������
�	. . 
���� �����
�� ������	 �#�#&����� ������
�	, �� 
������� ����, ��� ��
��
������ 
�����
�� ������
�� �
���	� ������
��. 
   %����� ��� �������	
� � ��
���
	����	� 	���������	��, ������� 
������
��
� �����!
����! 	�
�����
��	! ����� �����	
�� 	 ��� ������
��. 
/�� ������
 � ������� �� ��� ��� ���	���	! ���������� ������
�
��. 
%����������� ���	�-�	#� �#����� ��� ��� 	�� �����. "�����
�	 ���������� 
�� �������� �	��� 
����. %��
��� �
����! 	�	 �#�#&����! ������
�� ����� 

���� ����
� ���
����, � ��
���� ���������
� ����� �	��� ��� 	� ����� 
�����	
��, ����� �����	��
� ��������
 � ������� ��� 	��, � ������	� 
������ �����	��
� ��
� ������	� ������
�	 � ���
��
�
��!&�� 
����. 
"�����
�	� ����!-�	#��� ����	���	! �����-�	#��� ����� �����	
�� �� 
�����-�	#��� �������� ������������ 	�	 ���������
������ �����!
���. 

����� #� �� #��	 ���	
��
��� �����!
���, ������� ��������	� ������	� 	 
������� �������	 ������, ����	���	� �����	
�� ��
�

��
� ���������
 
��������0� �����
� �������	� ���� ��� ������	�. ������	� ���
��
�
�	� 
����� �������	 �����	��
 	 �������	 ��� 	� ����� �����	
��, ���
��	� 	� 
�
	� �����
�� ���
��. /���	���, �
� �� �����
�����
 �
����! ������
��. 
�������
�����, ������
�� �
���	� ������
�� ����� �����	
�� ������	
 � 
�����
�� ������ ���������
�� ��� �������� ����	���		 ������ �����	
��. 
   %����
	� � �����! ��� 	�� ����� �����	
�� �����	�������� ��
����
��, 
	��!&�� ���������
� �������
� ���
��
�
��!&�! ������	!. %��
� ���	 
����� �����
����!
 �	�		 ����	, �#�����	��!&	� �������� 	�������		 �
 
������ ��
����
�� � �������. '���� 
����� ������
�	��
� �
� ����
����	! 
��� �#�
���
��! ����	��	�	�������! ���	��	
�����! �	�
���. 
%��������	�, �
� ����� ������� �	�
��� ��� �� �����	�������� ��
����
�� 
���	��!
 ��#�
�
� ��� ��#�
������ ��������	��, ��#�!���  �����!&	� 
����
�� ����	��. .�����, ������� ������ �� ���� ���#���	���
	 ���
���� 
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��
��#��!&	� 	� ��
����
��� #�� ���	�-�	#� ��������; ����� 
���
�	��
������
	 �� ���������!
�� �	���	� �����	���	� �� ������� 
��������	� ������	� 	 ������� �������	 ������ �� �	�	�� ����	; ������ 
�����	�������� ��
����
�� ����
 ���	��
� ��������	� ������		 � �!#�� 
�����
 ����� 
���, ��� #���
 ��
��� ��� 	����������	� ��� �� �������
�. 
$������ ���
������! �	�
��� ����-����
�� 	 #���� ��	
�
�, �
� ���	�� �� 
�����	��	�����	� ��	����!
�� ������
��� ������
�� ����� �����	
��. 
   �� � �
��������, �
� ����	 �
	� ���	��� �������� ��	��
�
��!
 
��	�, 
��
���� �
����!
 �!#�� �����
�� ����	���		 �����	
��. $� ����	���, �
� 
	��!
�� 	 ����	� ���	�� �����	��	�����	� ����-�� 	��, ��
���� ������
 
�
���
	 � ���	�-
� �������������� ����	���	�� �� �	��
�
	����	� 
�����!
����. ��������, ���	�	� 	����� �
	� ���	��� ������	
 �����	
� 
#���� �����
	���� ����� ����	���		 ������
��� �����	
��� 	, 
�������
�����, �����#�
���
� ��� �	� ���	��	
������ �	�
��� #���� 
�������&�� ���	
��
���. 
   
������, �� �
�0	
 ������
�	��
� ����-�� 	�� ��� ������ ����#��� 
����
���� �������� ���	��	
������ �	�
���. � �
�� �
�� ��		 ��� 	���
 
������ �����
�
���. � ��� ����� ����� �����	�������� ��
����
� 	 �	�	� 
����	, ������ ��
����
�� 	 ������ �	�	� ����	 ���#�
���!
 
����� �� ������ 
����, ������ �� 	��������
�� ����
� 	 
.�. '���� 
���, �����
�� �� #��� �� 
�	��� ��
����
�, ����-�� 	�� 	���
 ���������
� ����	������
� 
����� ��	� 
�����	
�. /����� ����-�� 	�� 	 �� ������������� ��� 
���, �
�#� #�
� 
���������
������ ����#����� �������� ��	���������� �	�
���. .��!
�� 
��� �������� �#���
	 �� 	����������	�. ��-������, ����-�� 	�� �����
�� 
���� 	� 	��
�����
�� ��� 	�����	� �!#�� ��&��
��!&	� 	 ���� �&� �� 
��&��
��!&	� ����	���	� ��
����
��� �����	
��. ., ��-�
����, � ����&�! 
����
���� ����	������ ����#�������	� 	����� 	� ����-�� 	�� ����� 
���
��	
� ��
���
	����	� �����	 ����	� 
	��� ���	��	
������ �	�
��. 
����	 �	� 	��!
�� 	 
��	�, ��
���� ����	��!
 �����	
� �� �	�	������ 
��������� �����, �� �#����!
 ��� 	�	 "
���	����	�	" �����
��	�
	���	.  
   $�������� ���� �# �
	� ����#�������	��. � 	� ������ ���	
 ����������� 
����
�� ����-�� 	�� � ���� ����
���� ���	��	
������ �	�
��� �� ����	�	 
�����	��������	 ��
����
���	. "�����
�	� ���	�������� 
��	��
	�������� ���� G � ������
��� ��� 	� V 	 ������
��� ��� E. ������ 
���� ����
 �� #�
� ��	��	����	� 	 ����
 �������
� ��
�	. ��#���� � V 
�!#�� ��� ��� 	�� u, v 	 ������ 	� � ���� ��� 	�� z. $���� ������
�� 
��� 	� �#�����	� V'. %�������� �� V' #�� 	������	� 
� ���	 	� G, ��� 
��
���� �������� ��� 	�� �� �������!
 �	 � u, �	 � v. 1��	 �� �����-
� 	� 
�������� ��� 	� ��������
 � u 	�	 v, 
� 
��	� ���	 ��������� � ������� �
	� 
��� 	� �� z. ., �������, � ����� ����� ��� ��
�	, �
����&	��� � ����� 
��� 	��, �����	� ����� ��
���. ����� �����	� ����� ����� ��� ���
��� ���	 
����� ��	��
��		. 2�����
�� ��� �� V' �#�����	� E'. ,��� � ������
��� 
��� 	� V' 	 ������
��� ��� E' �#�����	� G'. %���#�������	� ����� G � ���� 
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G' �������
�� ����
�� ��������	����, � ��������
��� ����#�������	� 
����
��� ��������	��� �������
�� ��������
�� �������� �����. %�	 
����������� ����
�� ����� G ������
�� ��� ��� 	� ��������
�� �� 
����������!&	��� ���������
��. 
����� 	� ���������
� ���
�	
 	� 
�� 	 

����� 
�� ��� 	�, ��
���� � �������� ���
� ��	��!
�� � ���� ��� 	��. 
)���, �
� �!#�� ��	��
	�������� ���� ������ ����� ���������� ������
� � 
����, ���
��&	� 	� ����� ��� 	�� 	 ����� ��
�	. %�	��� ������	� ����
��� 
��������	��� ��	����� �� �	�. 7.1. ��	������ ��� 	�� �#�������� �� ��� 
"����������	". 

 
 

���. 7.1. /�����		 ����
��� ��������	���. 
 
   %���
�� 	 ����
���
	���� ��	���� ���&��
����	� ����������� ����
�	 
�����
�� ������	� �����
	�����	�. 1��	 ���� ���������� � ����
����
�� X, 

� ������
	���� ��� ����� �!#�� ������ �� �������	�������! 
�	����������
�. %��
� ��	 �
�� ���	�-
� ��� 	�� ������
	��!
�� � ���� 

����. 1��	 � 
� �� 
���� ������
	��!
�� ����
���� ���
��-���	, 
� 
���
��	� ����� 
���	 ��
�!. /���	���, �
� ����#��� ������	� ��
� 
����������� ����
�� ����� G. 3�� #��� � 
����-��� 	� ����� ����������� 
�� ���������	! �����
	�����	�, 
�� #��� � ��� 	� ������
	��!
�� � ���� 

����. $	�
� �� �� ��
 ���
���
� ������	! �����
	�����	� ��������
��, 
���� �� �����	
�� ���� ������� �
����	�. %���� �	���  ����, ������� 
���������
	 ����
����
��, ������ � ������		 �����	
�� ���� 
����. 1��	 � 
����� G #��� ��
� #� ���� ����, 
� ����� 
���	 #���
 ��
��.  
   ,���������� ����
�� 	���
 ����� ���������� "�����!
�����" �����. 
1��	 ���� G �����
�����
 ����-�� 	��, 
�, ��#	��� ��� 	�� u, v, �� 
���������� ��� ������		 �����	
�� 	 ��� 45, ��
���� �
	 ������		 
����	��!
. ��	��� ��� 	�� u, v, �� ��������� � ��� 	��� z �� ����, � ���� 
������	�. 45, ���
�
��
�
��!&�� ��� 	�� z, ������ 	��
� ���������
� 
������	
� �#� ������		 ���������
�����. %���� ��������
���� ��	�����	� 
������		 ����
��� ��������	��� ���������� ���� ����� ������
�	��
� ��� 
���� ����� �����	 ���	��	
������ �	�
���. 45, ��������� � �!#�� ��� 
��� 	���, �#����� �������������
� �������
� ��� ������		 �����	
��, 
��������� �� ����	 ��� 	���	-����#�����	. +��	 ��-�������� 
�	����	�	��!
 ������������ �������	 	�������		. $��	�	� ��
�	 ����� 
��� 	�� �����	
 � 
��, �
� ���
��
�
��!&�� 45 #���
 ���#�
���
� 
��������
��. 
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   .���
�� ���� ��	��	�	������ �
�	�	� ����-�� 	�� �
 ���	��	
������ 
�	�
���, ���������� ��	 ����������� ����
��. ,���-�� 	�� �� 	���
 
����
�. "��� �� ����� ���� �� �������!
 ���	 45 � �	�� 
���, �
� ������ 	� 
�	� ���#�
����
 
����� ��	� ���. %�	 ��������
��� ���#�
����		 45 ��� 
��������	� ������
�
�� ���� ��
��!&	� ���#�
����	� ��� ����� ����
�. 
6��� ���� �����	
�� 	 ��������� ���	� ���#�
����	� 45 ����� �	�
���, 
����� �����	
�
� ���	�	�� 
��#����� ����
	 	 ���� 	���	
� ������� �� 
	����������	�.  
   � �#&�� ������ �� ���	��	
������ �	�
���, ���������� ����� 
����������� ����
�	, ������ ����	����
� ��� ��������� ���	��, 
�����
	��� ��� ����-�� 	��. ��� �� �����, 	���
 ���
� ������ 
   ������� � ��������
�� �������. %��
� ��	 ����������� ����
�� ����-
�� 	�� ��	��!
�� �	 � ��� 	��, ��������� ��	���	 ��
��	. ����� �� 
���	��	
������ �	�
��� � ���������� ������ ����� ����	����
� 
� �� 
������
�� ��������7� ���	���, �
� 	 �� ����-�� 	��. 
   +��
�
����� �����������
� �� ������	 �����
�� ���!���	� 45 
���
������� �	�
��� �����
	���
�� ����� 
��, �
� ��	������ ��� 	�� 
������
�� �� ����� ��
	. %��
��� ���
��
�
��!&	� 	� ������		 ��� �#����� 
#��	 ���� �, 
�� 	 	��!
 ���������
� 
����� �������
��� ���������
����� 
���� �� ������. %��������� 
����, �
� ������ �� �#���
�����, �
�#� �#��� 
��	������ ��� 	� 	��� � �����
�� ���	� ����#����� ��� ��� 	��, 
������&	��� �� ����� ��
	. ����� �	 �, �
�#� ����#���� #��	 ������� 
���	� ��
��. *
� �#�
��
����
�� 	���
 ��&��
������ ������	�, 
�� ��� ��&� 
����� �#-��	��!
�� ��� 	��, ���
��
�
��!&	� ����
	���� ������	��, � 
��	 �#���� � ���	����	�� ������ 	��!
�� � ������	��	 ����	� 
	���. 3
� 
�� �����
�� ��
�������	� ���
��
�
�	� ����� ��� 	���	 ����� �����	
�� 	 
���#�
����	��	 45, ����&�����	 � ��� 	�� ����� ���	��	
������ 
�	�
���, ���������� ����� ����������� ����
�	, 
� 
����� ��� ����� 
����
��. .�����, ���	 	� ���� ��� 	� ����� �����	
�� ���� ���
	�	�� 	� 
������, 
� 	� ���� ���
��
�
��!&	� ���#�
����	� 45 �� ���
��
�
���
 #���� 
�������. 
   ���	� �#�����, ���#	��� ��� 	�� ����� �����	
�� �� ���������
��, 
����&	� �� ����� ��
	, 	 �#-��	��� 	� � ����&�! ������	� ����
��� 
��������	���, �� �������� ����
���
	���� �����# ���
����	� 
��
���
	����	� ������� ���	��	
������ �	�
��. 1�
��
�����, �
� 
��	� 
�	�
�� ����
 #�
� �����, 	 � �	, ���#&� ������, �� ��	������ � 
���	 ����	� 
���
��� 45, 	� �����������
	, ������� ��	����	������ ����
	, �������
	 
������	���	����� ��
	 	 
. �. $� ��� �
	 �	�
��� �� ���	� �������� 
������
���, ����� ������� ����
	, ��� �, ��� ����-�� 	��. /�	 �������
 
���� �� �	��� 45, �����������
� ������� 45 #��� �, �	��� �	�	� ����	 
����� 45 ���� � 	 ��	 �
�� ���
� ����	���
�� ���� ����
� ��������7� 
���	���, ���!��� ��	������ 	�. ����� ����� �
��	
� ������ ��
	�	���		, 
��
���� ���#	
� ��� 	�� ����� �����	
�� �� ��	���� �� �	��� 
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���������
�, ����&	� �� ����� ��
	. . ����� ����	���
 ���
	�����	��� 
�	
���	�: ����� ��	� �	��� 45 ����
 ��	���
	 � ��������	! 
������	���	����� ��
	 	 ����	���	! �#-��� ����
	. /�	������ ����
�� 
����-�� 	�� #��� � ������� 	����������� ��	 ���
����		 ��
���
	����	� 
������� �	�
��	����	� ����	��� [1]. 
   $� �������� � 	���������	! ��������	��� � ����&�! ������
��. .�����	� 
������������ �
���
��� �����	
��� ������� � �
�����	�� ������
� 
������	�, ��
���� ����� �������
� �����	�	�� ���� �
 �����. � 
���	���, 
��������� � ������ �����	
��, �
� ���	�����
�� ��������	! ������
� ��� 
��� 	�, �� ��������� ����� ��#�� �	 �����	, �	 ��
��	 �����. "�����
�	� 
����������!&	��� ������
�� M1,…, Mp ��� 	� ����� �����	
�� G. $������ 
�
	 ������
�� ������������	 �� ����� G 	�	 ����
� ������������	, ���	 
�!#�� ��
�, �������!&	� ��� ��� 	�� ������ ������
��, ���	��� ���	
 � 
�
�� ������
�� 	 �	���	� ��� ��� 	�� 	� ������ ������
� �� ������� �	 
�����, �	 ��
�� ����� G. %�� ������������ �
���
���� �����	
�� 	�	 ����� 
#���� ���	��
� ����������
� ������	� � ������������ ������
���. �!�� �� 
#���� �
���	
� 	 ������	� � 
�� ����#�������	��, ����! ��
���� �����
�� 
�	#� �������	�, �	#� 	������	� ������������ ������
�. ,����� � 
��������	���, �#���� �#�����!
 ��� ��� �	��: �������������	�� 	 
�	�����������	��. 2������������	�� ������ � �	
���	��, ����� ��� 	�	 ��
� 
#� ���
� 	� ������������ ������
� �������
 ����� 
����. 
2	�����������	�� 	���
 ���� � 
��	 �������	, ��	 ��
���� � ������ 	� 
������������ ������
� �����	
�� ����� �	 � ��������� 
����. �	�	���� ��� 
�	�����������	��� �����
�� �	
���	�, ����� ��� ������
�� �������
 
����� 
�� ����� 
����.  
� #�	��� 	� ������
���	�� ���#�� 	�
���� #���
 �����
����
� ����	���� 
������
��, �#���������� �������	 ��� 	�, ����&	� �� ���������
�� 
������� ������
��. ������!
�� ��� 
	�� ������
��. /�	� 
	� ���
����!
 
������
�	, ��
���� �#�����	��!
 �
��
�
�	� ������ ���
�	 ������
�. *
� 
�
���	� ������
�	. /�	 ��!
 ���������
� �#�����	
� � �����	
�� 
�	�����������	��. �
���� 
	� ���
����!
 ������
�	, ��
���� �#�����	��!
 
�
��
�
�	� ������ ����� ������
���	. ���	� ������
�	 ������!
�� 
���	�����	���. /�	 �������!
 ���&��	
� �����	
� �� �� ��������� ����� 
��#�� �������
� 	�	, ����	�	 ������	, �������!
 �#�����	
� 
�������������	��. 
   %��������
�	���� ����#��� ���&�����	� �� ��	���� 	����������	� 
�#�#&����� ������
��. +������ ������� ��� �������� ���
�. %��
� ��� 
����� �����	
�� G ���
����� �#�#&����� ������
�	 f1(x), f2(x). 
�� ������
 	� 
���������	� ������
��, �����	���� f(x)=f1(x)+f2(x) 
���� #���
 �#�#&����� 
������
���. "�����
�	� ����!-�	#��� ���������
� ������ ������
�	 f(x), 
�������&�! �� ����� ���� ��� 	�-
���� x1 	 x2.  +����
	�, �
� ��� �
	� 

���� f(x1)=f(x2), ��  f1(x1)≠f1(x2). %��������	�, ����	���, �
� f1(x1)>f1(x2). 
/
�!�� ����� �� ��
����
, �
�  f2(x1)< f2(x2). 1��	 
���	 ������� ��
�� ����� 
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G, 
� ��� �!#�� ������
�	 ��
� ����
 	�
	 �	 � 	� 
���	 � ���� 	� �� 
������	�� � 
���� � #�0�� 	� ������	��. %��
��� ����!����, �
� 
���	 x1 	  

x2  �� ����
 #�
� ������� ��
�� ����� G. 8�����	���� ����� 	���
 ���
� 	 � 
������ �����������	� f1(x1)<f1(x2). 
   � ������ �
�����, ��	 ��������		 �����	� f(x1)=f(x2) 	 f1(x1)= f1(x2) #���
 

���� �������
��� ������
�� f2(x1)=f2(x2). �������
�����, 
���	 x1, x2 	� ����� 
���������
	 ������ ������
�	 f(x) #���
 �����	
��� 	 �� ���	�-
� 
���������
�� ������� ������
�� f1(x) 	 f2(x). '���� 
���, ��	 ��������		 
��������� ������
� ��� �!#�� ���� 
����  x1, x2, ��	�������&	� �!#��� 
�	��	��������� ������
�� 	� ����� ���������
	 ������ ������
�	 f(x), ��� 

���	 ������
�� #���
 ����
� �� ��
�� � ��� �� ���������
	 ������ 
������
�	 f1(x) 	 �� ��
�� � ��� �� ���������
	 ������ ������
�	 f2(x). 
+���
�	
�����, ���
� � ������
�	������ ������
�� 	���
�� 
���� x, �
�	���� 
�
 
���� x1, x2. ����� ��	 ��������		 �����	� f(x1)=f(x) 	 f1(x1)=f1(x) ��� ���� 

���� x1, x #���
 �������
��� 	 ������
�� f2(x1)=f2(x). $� ������	� f1(x1) 	 f2(x1) 
���������� ��������!
 ���������
	 �������. 
   
������, � ���
��� ������ ������
�	������ ������
�� ����
 ������
�! 
�������
� �� ���� ���������
�! ������. %��������	�, �
� ������ 
���������
� ������ ������
�	 f(x) ������	
�� � �����-
� ���������
	 ������ 
������
�	 f1(x) 	�	 f2(x). ��� 
�	 ������
�	 �
����
�� � ������ 	 
��� �� 
�����. %��
��� �	��� ���� ��� 	� �� ���� ���������
�� ������� ��� ������ 
������
�	 #���
 ���	� 	 
�� ��. /
�!�� ��
����
, �
� ������
�	������ ��� 
������
�� ����������
	 ���� ���������
�� ������� ������
�� f1(x), f2(x) 	 f(x) 
�������!
. 
   %��
� ��� ����� �����	
�� G ���
����� �#�#&����� ������
�	 f1(x), f2(x),…, 
fs(x), ��� s 2. 4����	���� Fk(x)=f1(x)+f2(x)+…+fk(x) 
���� #���
 �#�#&����� 
������
��� ��	 �!#�� k(1. ������ �� ������
�� Fs(x) � ���
��
�
�		 � �� 
���������
��	 ������� ���&��	� ������
�� ��� 	� ����� �����	
�� �� 
���������
����� ��������� ����� ��#�� ������. ������� ����� ������
�� Fs-

1(x) 	 � ���
��
�
�		 � �� ���������
��	 ������� ���&��	� �����! 	� ����� 
�� ���������. 
����� 	� �������� ���
��
�
���
 ���������	! ���������
�� 
������� ������
�� Fs(x) 	 Fs-1(x). +����
	�, �
� �� ���������
	 ������ 
������
�	 Fs(x) 	��!
�� 
��	� 
���	 x1 	 x2, �
� Fs-1(x1)≠Fs-1(x2). �������� 
���������� �� � 
���	 x1 	  x2  �� ����
 #�
� ������� ��
�� ����� G. 
������
�	� �����	� Fs-1(x1)≠Fs-1(x2) ��	 �������� ��	�������
 ��

�� 
����������. %� �
�� ��	�	�� �!#�� ��� 
���	 x1 	 x2, ���
�� �� ����� 	� �
	� 
���� ��������, �� ����
 ������
����
� �����	! Fs-1(x1)=Fs-1(x2). %��
��� 
��������� �������!
�� ���������
���. 
   1��	 �� ������ ���������
	 ������ ������
�	 Fs(x) ��� �!#�� ���� 
���� x1 
	 x2 #���
 �������
��� ������
�� Fs-1(x1)=Fs-1(x2), 
� � ���
��
�
�		 �� 
��������� ����� �
� �������
, �
� ���������
	 ������� ������
�� Fs(x), Fs-1(x) 
	 fs(x) �������!
. �������
�����, �� �������	! � ��#���� ������
�� f1(x), 
f2(x),…, fs-1(x) ������
�� fs(x) �� ��#�����
 ����� 	�������		 � �
�� ��		 
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�����������	� ��� 	�-
���� ����� �� ���������
�� ������� 	 �� ����� 
	���!�	
� 	� ������
���	�. � ������ ���� ���� 	����������	� ������
�	 fs(x) 
����� ��
����� ���&��	
� ��������� �� ������������ ������
�� � ����&�! 
������
�	 Fs-2(x) 	 
.�. 
   6���
	�, �
� ������ �� 	��
 ���� � ��	��� ��	��� 	� � �����-�	#� ������ 
������������ ������
�. +�����
�	���
�� �	 � ���������
� 	����������	� 
�#�#&����� ������
�� ��� �#�������	� ������-
� ��������	���.   
   ���#&� ������, ������
�	 ��
����� ���
�
���� ������. 2�����
�� 
�#�#&����� ������
�� ������
� � �
�� ��		 ����
���� ������	� ��� �	�	. 
.� ���������	� ������
�� ����� ����!�	
�, �
� �#�#&����� ������
��� 
�����
��  
   –  ����� �#�#&����� ������
��, 
   –  ���	������	� �#�#&����� ������
�	 �� ���
�	��
������ �	���, 
   –  ����	��� 	� �#�#&����� ������
��, 
   –  �	�	��� 	� �#�#&����� ������
��. 
2���� 
���� ������
�, �
� � �
�� ��		 
��� �������	� ������	� ������
�� 
�#�#&����� ������
�� �����
�����
 ����������. � ��� ��&��
��!
 "�������" 
	 "��	�	����" ������
��, � 
���� "��
	�������" ������
��, �#�����	��!&�� 
����	���	! �����	
�� �� �	�	������� ����� ��	 ���	�		 ����
���
�� ��	�� 
�� ������� ��������	� ������	� 	 ������� �������	 ������. "���	���� 
��
�	�	������ �����
�� ������
��  ��	���� � [1] 	 ��	�������� 
�� 
�	
���
���. 
   '���� ��-�������� ��	
�
�, �
� ���� �����	
�� ���������� � 
��	���
	������ ����
����
�� X �������&�� ���������
	. � �
�� ������ #�� 
�����	���	� �#&���
	 ���	 ����� ����� ������
�	��
� ��� ���
���. � 
����
	������ 
���	 ����	� �������#����� 	���������
� ����� ����
�� 
������
�	. "�����
�� �����
�� �����	������, ������������ �� �������� 
������
�� ��� 	�-
����. ��� �� �����, �	�
� �� �� ��
 ������
�	��
� 
�!#�� �������&	� ��� 	���	� �����	������ �� ��� ����
����
�� X. )���, 
�
� � �����! ������� ������
 	���	
� ���������
� 	����������	� �	������ 
�����	������. 
   %��
� ���
��� s1,…, sp ��	����!
 ������
�� ��� �����. %��������	�, �
� 
��� ����
����� ���
��� q �������!
�� �����	� (si,q)>0 ((si,q)(0) ��� ���� i. 
'���� ������
� ���� ������ 
�������

�� (
�������

��) �
���	
����� 
���
��� q, � ��� ���
�� q – ������ 
��������	�� (
��������	��) ���
���� 
�����. "�����
�	�  � ����
����
�� X �	������ �����	���� (x,q) 	 ��� 
���������
	 ������� (x,q)=c ��� ����	���� ������	� ����
��
� c. 1��	 ���� s 
����� 	��
 	� ��� 	�� u � ��� 	�� v, 
� s=v–u. �������� ���������	!, ��� 
�
���� ������������� (�������������) �
���	
����� ���
��� q ����� ������ 
�������
��� ��������
�� (v–u,q)>0 ((v–u,q)(0) 	�	 (v,q)>(u,q) ((v,q)((u,q)). 
%��
��� ��� �
���� ������������� (�������������) �
���	
����� ���
��� q 
����� �����	���� (x,q) ���������
 �
����! (�#�#&����!) ������
��. 
"�����
�	 �	�� (x,q) #���� ������
� ��
��
���. 
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   5������	� (x,q)=c ��	 ������ ������	�� � ����!
 � X ����
���� ������
�� 
�	����������
��. %� �
�� ��	! � ����� ����� �
� ������
�� �#�����
 
���
��� ����������, ��
���� ��������� ����� ��	��
� �����
�	����	. 
.�����, ��� �
���� ������������� ����� ���	 ����
 ������	
� ����� �!#�! 
�	����������
� 
����� 	� �
�	��
������� (�������	
�������) 
��������
����
�� � ���
�	��
������ (�����	
������) ��������
����
��. 
$	���	� ���	 �� ����
 ����
� �� ����� �	����������
	, ��������� ��� 	�� 
����� �� �	����������
	 �����
����!
 �� �
� 	��� ��� ���������
� ������ 
������
�	 (x,q).  +�� ������������� ����� ���	 ����
 ������	
� ����� 
�	����������
� 
����� 	� �������	
������� ��������
����
�� � 
���
�	��
������ ��������
����
��.  
��	�-
� ���	 ����
 ����
� �� 
�	����������
	. $� �	 ��� ������ ������������� ����� ���	 �� ����
 
��������
� �	 ���� �	����������
� � ������������
�� ���������	��. 
1�	��
������, �
� ��������
��, – �
� ��������	� ���	�-
� ��� �� ���	�-
� 
�	����������
�� 	 
����� ��� �����, ������������� �� �
���� �
���	
����� 
���
��� q. 
   ��#���� ��
������	�� ���������
������
� �	��� �0, �1,…, cm. '���� 
��	
�
� ��� ������������
	, �
� � �
�	��
������ (���
�	��
������) 
��������
����
�� �	����������
	 (x,q)=c0 ((x,q)=cm) ��
 �	 ����� ��� 	�� 
�����, � � ������ 	� ��������� cj9(x,q)<cj+1 ��� ���� j, 19j9m–1, 	���
�� ��
� 
#� �� ����� ��� 	��. � ���	�	� ��������	����	� �������	 �����	 �� 
"
���
��" ���������
	 ������� �#�#&����� ������
��. +����
	�, �
� ���� 
��������
 ��� ��� 	�� 	� ��

�� ���������. 1��	 j=1,...,m–1 ��	
�
� ������� 
��������, 
� �!#�� ���� ����
 	�
	 �	 � 	� �������� � ���� 	� ������� � 
�������� � #��� 	� �������. *
� 
�	�	������ �������	� ������ #���
 
!�����
� 	�����������. /���	���, �
� ���
��
�
��!&	� ��������� 
������		 �����	
�� ����� �������
� ���������
����� �������� �� 
��������� �������� ���
� ������ j. 
   %��
� ����� ���
��� s1,…, sp ��	����!
 ��� ������
�� ��� �����. $� 
����� 
���������	�, �
� ��� ����� ������� r(2 ��
��
� 
�
�������� ���
���� q1,…, 
qr, �
����� 	�	 ���
����� ������������
	. +�� ���� i, j ���
��	� �� 
��	������ 
����� �
� ����	��� �	����������
	 (x,qi)=cj

i 	 �������	 cj
i9(x,qi)< 

ci
j+1. %����������� �
����&	��� � ���
���� qi �������	 ������ ��
��������	 
�	����	 :i

j  � ���
��
�
�		 � ���
�� ������� j. %��������	� �!#�� r 
���������, ���
��
�
��!&	� ������ ���
���� qi, �����
�����
 �����
���
�� 
����������	���. %��
��� ��� ��� 	�� ����� �������!
�� ��������������	 
�� ����
���� r-������ �	�
��� ����������!&	��� �����
���
�� 
����������	�����, ������	 ��
���� ����!
�� ���
������� �	����������
	. 
���
�	 ������� ����������	���� ���������� ����
���� �������, 
��	����!&	� �����-
� �������
 �����	
��. ��� ����� �������� ���#	��	� 
�� �
������� �������
� ����� �����	
��. /������� ������ ����!���
�� � 

��, �������� �	 ����	���� ����	����
� �����	
� � �����, �������� � �����-
�	#� ������� ������
�� ��� �������
�, 	 ���	 ��������, 
� ��� �
� ����
�?  
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����� ����������	��� ���������� �����
��	���
�� r-������ 
����������
�! ���	� ������� :1, :2,…, :r. "�����
�	� ��� ����������	���� � 
�������	 :1, :2,…, :r 	 β1, β2,…, βr. %� ���
����	!, ���� 	� ������� 
����������	���� ����
 	�
	 �� �
���� 
����� � 
�� ������, ����� ��� ���� 
i=1, 2,…, r �������!
�� ���
���	� ��������
�� :i"βi 	 ��
� #� ��� ������ 
������	� i, ����	���, ������� j, 	���
 ���
� �
����� ��������
�� :j<βj. 
%������	����� �������� ��� �
	 ��������
��, ����!����, �
� ���#���	�� 
������ �������
��� ��������� ��������
�� :1+:2+…+:r<β1+β2+…+βr. 
"���#��� ����������	���� �� ������, �
���� � ����� ������ 
� 	 
����� 
� 	� 
�	�, ��
���� #���
 	��
� ��	������� ����� ������� :=:1+:2+…+:r. 
�� 
��
����
 	� ���������� ��������
��, � ����� ������ �� ����
 ��&��
����
� 
����������	����, ��������� ����� ��#�� �����	 �����. .� ���� �� ������
, 
�
� ���� �� ����
 	�
	 	� ����������	���� � #��� �� ������ ������� � 
����������	��� � ���� �� ������ �������. 5�������	� ������ �� ���
� 
����� �������, ���	��� � :=1. ��������, ����
���� 	� ����� �����
�� 
���
��	. /����� �
� �� �� ��
 �������
� ������ �������
�� 
�������������
� ���� �� ������ � ������� ���
� ����� �������. ���
�	 �� 
������ ������ �������
� �� ������� ����� ��#�� 	 	� ����� �������
� 
���������
�.  
   .
��, ����	� ��
� #� ���� �����	�	��� �	������ ������
��, ��	��� �� 
�#���
����� �
���	�, ��������
 �����
	 �
 ��	���	� �����	
�� � 
���	��� 
	������� ������	� � ��	���	! 
��� �� �����	
��, �� ��� � 
���	��� ��� 
�������
�� 	�	, ����	�	 ������	, � 
���	��� #���� ������� �����������	�. 
+�� �������	���	� �����	
�� ����� �����	
�� ������������ �����. 3�� 
#��� � 	����
�� �����	�	��� ������
��, 
�� #��� �  	�	�� ������ � �
�� 
������������ �����. $� ��� #��� �  	�	�� ������, 
�� #��� � 
��������	��� ����
�� ����	
� � �����	
��. � �
�� 
���	 ����	� ��	#���� 
	�
������� �����
�� ������, ����� �	��� 	����
��� ������
�� ��������
 � 
���������
�! 
��� ����
����
��, � ��
���� �����&�� ���� �����	
��. 
   %��
� ���� �����
�� �
���� ������������ �
���	
�����  ������-
� ���
��� 
q. .� ���#�����	� �����������
	 ����, �
� ������ ����� ���
	 ������ #��	� 
#�	��	� � q ���
����, �� �
�� ��	! � ��
���� ���� 
���� �����
�� �
���� 
������������. /����� 	� ������ 	����������	� �� ������ #����
 
�������#������ 	�	 ���� �
����	
�� �����������. 1��	 ����	 ��� ����� 
����� 
��	�, ��
���� ���
�� � ������
���
�� �� �
�� ��	! � ���
��� q, 
� 
�
� ��	���	
 � �������	! �	���� ���
�� ����� ���
��� q ����������	�����. 
$������ 
���� ���
	� ��������
�� 
�� �	�����, ��� #��� � ��� ����, �
�, � 
���! �������, �����
 �� ��#�� #��� 	� ���	��	
������ 	 �����	���	����� 

������
	 � ����	���		 �����������	�. $� ����
	�� #���� ���#�� 	��
� ���� 
� ��������!&	�	 ���
����	, #�	��	�	 � ��
���������� ����� ��#��, ���� 
���	 �� �
�� ��	! � �	� ����� ���������� 	 �� �
����.  
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   /���� �����, �
� ������� ���� �����������	� ����� �����	����
� �� ���
 
��#��� "
��&	��" ���������. %��������	�, �
� �����������		 ����	��!
�� 
�� �
������� ����������� ����������������� ���	��	
������ �	�
���. � 
�#&�� ������, ��	 ����	���		 ����������	���� ���	���
�� ����� 	� � ���� 
������	� �����	
��, 
.�. ����� ����	���		 �����������		, ���
�
 ��� �#-�� 
����������	����. 
��	���
�� �� ������ � ����	�	 �����������	��	, 
.�. 
���	���
�� ���, ��������!&	� ����	 ����������	����, ���
�
 ��� ���&��� ��� 
���������
	. /#-�� ���
�
 #��
��� ���&��	 ���������
	. %��
��� ��	 
����	���		 �����������	� �������� �����������
� ����������� #���
 
����	�	��
���, ��������� �� ��������	� ��#�
����� ���	� ������	� #���
 

��
	
��� �
���	
����� #��� � ������	, ��� �� �#��� 	�������	�� � 
����	�	 �����������	. 
   /��	� 	� ����� 	�
������� ������� �����	
���, ����� ��
���� 
�������!
�� ������������	, ����!
�� ��������
��� ���
�� ��	�. 
"�����
�	� ������������� ����
����
�� �����	������� ���
��-	������� x � 
����	������	����	� �������� 	 � ��� �����
�! �#���
� D. ���
�� ��	� 
�	�� 
 

u(x)=Fx(u(x–x1), u(x–x2),…,u(x–xr)),  x∈D, 
 
������!
�� �������
�
��� ����
���
���� � �	������	 	�������	, ���	 
���
��-	������ x1,…, xr  �	��	������, �����	������� 	 �� ���	��
 �
 x. 
4����		 Fx ����
 #�
� ���	��������	, � 
�� �	��� ��� �	������	, 
�� 	 
���	������	. �������!
�� �
	 ���
�� ��	� � ������� ����	������	������� 
���
� ���
��-	������ x. 1��	 �����-�	#� 	� ���
���� x–xi �� ��	������	
 
�#���
	 D, 
� ���
��
�
��!&�� ���������� u(x–xi) ��	
��
�� �������� 	 
�����
�����
 ���� 	� ������� ������ �����	
��. 
   '���� �����&�
� ��� 	�� ����� �����	
�� � 
����� �#���
	 D � 
�����	�������	 �����	��
��	. ��� 	��, ���������� ���
���� x, ���
��	� � 
���
��
�
�	� �����	! Fx. 1��	 x∈D, 
� 	� ��������
��� ���
�� ��	� 
��
����
, �
� � ��� 	�� x #���
 ����	
� ���	 	� ��� 	� x–x1,…, x–xr 	 
����� 
	� �
	� ��� 	�. � ������, ����� �����-
� 	� ���
����  x–xi �� ��	������	
 
�#���
	 D, ���
�� x–xi #���
 �	����	�	����
� �����	! ����� ���������� 
u(x–xi). %��
������� 
��	� �#����� ���� 	���
 ����� ����
�! �
���
���. 
1��	 ���	 ������
� ���
����	, 
� � �����! ��� 	�� 	� �#���
	 D #���
 
����	
� ��	� 	 
�
 �� ����� ���, ��
���� �������	
�� ����������� �
 ����� 
��� 	�� � ������. ,���� ����#���� �	�� ������!
�� �������
���, � 
�#����!&	� 	� ���
��� x1,…, xr – ��
�����. 6���
	�, �
� ��	 ����	� 
�����&��	�� ��� 	� ����� �����	
�� ���������� �
���
��� ��� ����
 
���� �
���. +����� ��	��� �������� ���
�������
 ������
� ����������	� 
����� ���	�	 �����	
�� � ������ �����
�����	� ��� �����. 
   "��������� ����� ������ �� �#���
����� �������
� � ��������
���	 
���
�� ��	��	. ����� �	 �, �
�#� ��� 	�� ������ ����������	�� � 
����� 
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� �����	�������	 �����	��
��	. ����� ���	 ����� ����� �
��	
�, ����
� 
�������� ����� �������� #������ ���
���� x1,…, xr �
 ����� ��� 	�� � 
������. � �#&�� ������ 
��	� ����� ����
 	��
� ���
���, 
.�. �� #�
� 
������	 �	���	� �����	
���. /����� �������� [1], �
� ���������� ����, 
��� 	�� ��
����� ����������� � 
����� � �����	�������	 �����	��
��	, �� 
	���
 ���
��� 
���� 	 
����� 
����, ����� ��&��
���
 ���
�� q, �
���	
����� 
��
����� ���� �����
�� �
���� ������������. $� �����	�	��� �#&���
	, 
���
�� q ����� ��	
�
� �����	�������. %�������� ��� ���	 ����� 
��	����!
�� #������	 ���
����	 x1,…, xr, 
� ������ �������
��� �
���	� 
��������
�� (x1,q)>0, (x2,q)>0,…, (xr,q)>0. � �
�� ������ �������� ��&��
���
 
�
����� �
���	� �����	�	��� �	������ ������
��, ������ ���������
� 
�	������ �#�����	 ���
���� x1,…, xr. ��� �� �����, ��� ��� �
��������, 
	���������
� 	� ����� �	 � � ������������ ��
�������
�!. � ����
	������ 

���	 ����	� �� ����	� ������� ���#��� #��
� �	������ �#�#&����� 
������
�	, ��������!&	� ���
��� ��
���� �������!
 � ��������!&	�	 
���
����	 ������ ��������� ������, �#����������	 ���
����	 x1,…, xr. � 
�	�� �����	�������
	 �����	��
 #������ ���
����, ��������!&	� ���
��� 
������
�� ������ ����� ��#��
� �����	�������	. 
   +����
	�, �
� ��� ����������� ����� ������� �	������ ������
�� (x,q) � 
�����	������� ���
���� q. ��� ��� ��� 	�� ����� ����������� � 
����� � 
�����	�������	 �����	��
��	, 
� �������	� �!#�� ���������
	 ������ 
(x,q)= � ��
� �������	� �	����������
	 � �����	 �����	�	��
��	. /���	���, 
�
� ���� ��������
�� �������� �	�
���� 
��	� �	����������
��. "���
���	� 
����� ������	�	 �	����������
��	 �� ���� �, ��� d;q;-1

E, ��� d – 
��	#��� 	� �#&	� ���	
��� ������� ��������� �����	��
 ���
��� q, ;·;E – 
����	���� ����� ���
��� [1]. <����	� �	�	�	�	����
� ����� ����	���		 
�����	
�� ��	���	
 � �	�	�	���		 �	��� �	����������
��, �������!&	� 
����. 1��	 �� ��	�	��
� �� ��	���	� ���
��� ���#�����
	 ������, 
� ���
�� 
q ������
 ��#	��
� 
��, �
�#� ���	�	�� d;q;-1

E #��� ����	�������. 
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��������	�: ����� ����� �����
�� ����������, ��
��
�� ����� ��������, 
�������
���� ��������, ��
��	�
�� �����
 �����, ��������	�� ��
����, 
������� �� �
��������

�� ��������, �
�����
�
���� ��
��
�� 
�
������

����, �����
�-��
��
�� ��
������, ������� � �����
�-��
��
�� 
��
�������, �����

�� ��������� � ���� � �����, �
���������

�� �����
�� 
����������, ������
�� ��������� � �����, 
����� ������� ������.  
 


