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����� ����	 �	
�����	����, 	���������� 	� ����	����� 	���	�� � 
�������	��� 	�	��	�	 �	����. �	
	���� �	
������� �	��	��� 
�����	�������� �� �� ���	����� � 	����������� ������	� ������������. 
�
��������	�, ���	 ��������� 
�� ��������� 
���	� �
��, – ��	 
	����	��	�	 
����� ���	������ ���
�	 ���	� ����� �	��������� ���	�������. !	 �	 �	 
��
������, ��	 �	�
���� ����� ���	������ ��������  ���� �	��	�	� �������. 
 
������ 9 
 
��	
�� ���
�����
��� ��������� 
 
�	
�� ����: ������������ �	
���, ������� 
��������� ���
��, 
������	���� �����
, ���
��	 � ������-�����	���	����� �	
�����, �	���- 
� �������	���	���, ���	� ����	 ��� �	������ 
�������������
�, �	���- � 
������	�	�������, ���	����� 	�����
�, ����� "����
��" ������, ����
��	 � 

������ �
��
�	�. 
 
   "����	���� ���	�	��� ������� ����	� �	�������� ���	����	�. #� �� 
��
�� ���	��� �����  � ��	���������� ������� � �� ��
�� 	�������� �� 
�	�����$%�� ������. �	 ���� ���� �	 �	 �	����	������ � [1]. #� ��
�� 
�����%��� ����� � �	
�	
�%�� ��	���������� ���	� �������	���. &��	� 
�����%���� ��
�� 	���
������� �	���	 ���, ��	�� �	 �	 ���	 ����	 �	������ 
���	����	���$ ��������� �����  ���	����	� �  ��	
��	������	���� 
�	��	 ��� ���	�� �������� �������	�. & �		��������� � 	���
������� ����� 
���	����� �� �� �	 ��������� 
���, ��������� � �������	� 	
��� � ���  � 
��	
��� 
����� �	 �������� �����. ' 	���� ����	 	�� �	���������� �� 
��
��, ������� 	����	�, ��-�� ��	 �	��� �� ��	��� ����. !	 ��	�
� �� 
��
�� 	�������� 	� ��	�	 �������. 
  ����
��� ������. ����� �������� ������������ ��
��� ���������� 
��	����
���� A = BC 
��� ���
������ ����� B, C �	��
�� n. (�
�� ������� 
�������� ����� A, B, C ������� � 	�	������ �� aij, bik, ckj. �	�����	 
	���
�����$ 	������ ���	 ���� ����� ����� 

.,,2,1,,
1

njicba kj

n

k
ikij �== �

=

 

)�� �	����� 
	�	���	 ����	 ���	����$��� 
�� ���	���
������	�	 
���������� �������	� ������ A. ���� �	 ���� 	�� �� 	���
���$� ���	���� 
	
�	�����	, ��� ��� �� 	���
���� �	��
	� ������	����� ��	����
���� bikckj 
�	
 ����	� �����. *
���	 �������, ��	 ���	 ��
�� ����������� ����������. 
&��� ����� 	� 	���������� �������� 	 �	��$
���� ���	�	-���	 �	��
�� 
�����	�� ��
���	� i, j. 
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   ���� 	������ ��	 ���� � ���	 ���� ����� ���	���$��� �	��	, �	 ��� 
�	��
�� ������	����� ������������ � ����	
�� � 	
�	�� � �	��  � 
����������. ����� �� �����-�	 �		��� ���� ������ ���
�$%�� ���	���� 
��������� �	����: 

aij
(0) = 0, 

aij
(k) = aij

(k –1) + bikckj,    i, j, k = 1, 2, …, n, 

aij = aij
(n). 

��	�� ���	 ������ ����������� �����	�� ��
���	� i, j. *
���	 �	 ��
���� k 
������������ ���, ��� ��� ��	� ��
��� 
	� �� ������������ �	���
	�������	 
	� 1 
	 n.  
   �	���	�� ������ ���� ��	�	 ���	�����. (�
�� �������, ��	 ������� ����� 
�		��������$� 	������� ��
� a + bc. +�	�� �� ��	���� � �����
	����� ����� 
���	����� ��	����
����� 
	�	���������� ���
�	���, ������� ����� ������ 
����	������ ��	���	���	. ���������� ��	�	� �� ����	�	 ���� �	
��������� 
���� �	��� ������. "����	���� ����	��	����$ ������� � ��������	� 
��	��������� � �		�
������� i, j, k. &	 ��� ��	��������� ���� ������� 
�� 
1 ≤ i, j, k ≤ n �	������ ������� �����. ,��������� ������, �����
�	 
���
����� � �	�, ��	 � ������� � �		�
������� i, j, k 
�� k >1 ��
�� 
����
������� ��������� ���	������ 	������, �		��������$%�� ������� � 
�		�
������� i, j, k – 1. 
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"��. 9.1. -��� ������	 ���� �����. 

   -��� ���	����� ����	�� 
	����	��	 ��	��	. *� �����
����� �� n2 �� 
��������� �� 
� �	�	� �	
����	�. .� 
�� �	
���� �	
�� �� n ������ � 
���
�������� 	
�� ����, ����	�	 ����� ����������	 	�� k. .�� � ���
	���	 
	 �
���, � ����� 	��� �� �	�  � �����������, �	�	��� ��� ���	 ������ � 
������. /�� n = 2 ���� ���	����� ���
������� �� ���. 9.1. -��� ����� �	���� 
���	� �������� �������	�, � �������� ��������$%�� ����	�	� �	�	��� �	��� 
���� �����, ��������, �		�
������� ����	��. &���	�� �
	�� 	��� i, j 
�$� 
	�	�%����� ���������, ����	� �
	�� 	�� k – ���	��$. 
   ������ � ����
���
� �������. ����� ������ �������� ������� 
�������������� �������� ��������� Ax = b � �����	 
���	� �����	���	� 
������� A �	��
�� n ���	
	� 	�����	� �	
����	���. *�	������ ����� aij, bi, 
xi �������� ������, ����	� ����� � ����	�-�������. ���
�	�	 �� 
�� 
	���
�����	���, ��	 ������ A ����� �����	����� � 
���	�������� 
����������, ������� 1. 0	�
� ����� 

x1 = b1,  xi = bi — �
−

=

1

1

i

j
jij xa   2 ≤ i ≤ n. 

)�� ������ ��� � �� 	���
����� ���	���� 	
�	�����	, ��� ��� �� 	���
���� 
�	��
	� ������	�����. "����	����, ��������, �	���
	�������	� 
������	����� �	 �	��������$ ��
���� j. �		��������$%�� ���	���� �	 �	 
�������� ���
�$%�� 	����	� 

j
i

k
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xi
(0) = bi, 

xi
(j) = xi

(j — 1) — aijxj
(j — 1),   i = 1, 2, …, n,   j = 1, 2, …, i — 1, 

xi = xi
(i — 1). 

   *��	���� 	������ ���	����� ����� ��
 a — bc. &��	������� 	�� 
�� ���� 

	�������� �������� ��
���	� i, j. &�� 	�������� 	������ 	��%������$� 
������������. & 
�����	�	� ������� �		�
���� � 	���� i, j �	���	�� 
����	��	����$ �		�
������$ ����� � ���	� 1 � �	������ � ���� ����� ��� 2 
≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i – 1 ������� �����, �		��������$%�� 	������� a – bc. 
,��������� ����� �� 
� 	��������, �	���	�� ���� ���	�����, ���$��� � 
���	 ��� � �������, ����	������$%�� ��	
 
����� aij � bi. )�	� ���� 
�� 
������ n = 5 ���
������� �� ���. 9.2 �����. &������ ���	��� ������� �� ���	� 
���. 9.2 ���	
���� � �	��� � �		�
������� i = 1, j = 0. -��� ����� �	���� 
���	� �������� �������	�, � �������� ��������$%�� ����	�	� �	�	��� �	��� 
���� �����, ��������, �		�
������� ����	��. &���	�� �
	�� 	�� i 
��� 
	�	�%����$ ���������, ����	� �
	�� 	�� j – ���	��$. 

 

"��. 9.2. -���� 
�� �����	����� ������. 

   ���� ��� ���������� ����� �� 	�������������� �	 �����-�	 
�		��� ����� �� �	���
	�������	� ��	�	�� ������	�����, �	 ���	� 
������	����� �����	 �	 �	��������$ ��
���� j ��� �
����, �		�%� �	�	��, 
�������	. 0�� ��� � ��	� ���	�� �	�� �� ��
�	 �����-���	 ������%����, �	 
�	 �	 �	���	��� ���	���� 	�����	� �	
����	��� � ������	������ �	 
�������$ ��
���� j. �		��������$%�� ���	���� ���	�: 

1 2 3 4
b1

b5

b2

b3

b4

a21

a31

a41

a51 a52

a42

a32

a43

a53 a54

j

i

1 2 3 4
b1

b5

b2

b3

b4

a21

a31

a41

a51 a52

a42

a32

a43

a53 a54

j
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xi
(i) = bi, 

xi
(j) = xi

(j+1) — aijxj
(j),  i = 1, 2, …, n,  j = i — 1, i — 2, …, 1, 

xi = xi
(1). 

��	 ���� 
�� ������ n = 5 ���
������� �� ���. 9.2 ������. 0����� ������� 
���	��� ������� ���	
���� � �	��� � �		�
������� i = 1, j = 1. 
   ������� �����%��� �������, �		��������$%�� 	������� ����  a – bc, �	 
������ �	�� �� ���	�-����
� ����������	� �	���, �� 	����� �����, ��	 
������ � �� 
	� ����� �	 �� ���	
����� �	���	 	
�� �������. *�1�������� 
��	 ���, ��	 ��� ������� ����� �� ����	� ���. 9.2 �� �� �� 	
�	� ����. )�	� 
���� �	����� ����������� ���������. -��� ���	����� ����� �	���	 	
�� 
�������$ ���������, ������ 	�	�%����$. �� ��������$%�� ����	� 
��������� �
	�� 	�� i. 
   �	�������� ��������� ���
�	 ���	 	 �
���. /�����������	, 	�� 
�����	������� ���	����� ���
��������� 
�� ������� 	
�	� � �	�  � ��
���. 
*�� �	���	��� �� 	
��� � ���  � ���	
��� �	������ � � 	��	����� �	���� 
���������� ������������. *�� ���	����� �	�������	 	
����	�� � �	��� 
������ �� ��������� �� 	
�	��	���	���� �	���$�����, ��� ��� �����$� 
���	������ 	
����	�	�	 ����� 	������ ���	 ���� � ��������� � 
	
����	�	�	 	�1��� ������. !� ������ �����	����� ������ 	�� ���	����� 

� � ������������ � �	��� ������ ������� 	���	� 	���������. 0�� �� �����, 
����� 	�	�� ���	����	� �����������	 	�����$��� 
��� 	� 
����. ���� ��� 
���	����� ������	������ �� ����������	� ������������	� �������, 
���$%�� n ������������� ��	���	�	�, �	 ������ ���	���� �	 �	 
������	���� �� ����� ��	�	��	�����	� n, � ��	�	� – �	���	 �� ����� 
��	�	��	�����	� n2. & ����	� ������ ���
��� ����� ���	��� ��	���	�	� 
������ � 0,5, �	 ��	�	� ������ 	�� ������ � 0. 
   0���� 	����	�, ���	�����, �	�������	 	
����	��� � �	��� ������ 
��������� �� "	����	������" �	���$�����, �	��� ���� �����������	 
���������� � �	��� ������ ��������� �� ������������ �	���$�����. 
   ������ � ��
 �
-!��"!���
�����
� �������. ���
� ��	��� ��
�� 
������	� �������, �	�����$%�� ��� ������� ��������� ������������	� 
������ ���	����� ���	
���, ����	 ����������� ��
��� ������� ������ 
�������� �������������� ��������� � ��	��	-
���
���	�������� 
��������. ��� ��	� ���
���	������� ��	�� ���
������$� 
���	������� 
������, 
���	������� ��	�� — 
���
���	������� ������. (�
�� ������� 

�� 	���
�����	���, ��	 ������ ������� �������� ���	� �����	���	�. ����� 
	�� ����� ��	���� �	��
	� m � �	��
	� ��	�	�, ������ n. '���, �����	���� 
������� �������� �������������� ��������� Au = f ���
�$%��	 ��
�: 
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"������ ��	��	-
���
���	�����	� ������� 	���
������� ����������	: 

Uk = Bk
 –1(Fk — Dk –1Uk –1),  1 ≤ k ≤  m, 

���� �	�	 ��� U0 = 0, D0 = 0. #���		������ X = B –1(F — DY) ��������� 
����	� X �	 ����	��� F, Y � ������� B, D. �	���	�� ���� ���	�����, ������, 
��	 �� 
�� �� ��	 ������ �		���������� 
���	� ����		������. *����
�	, 	� 
��
�� �����, ��� �	�����	 �� ���. 9.3. (	����� ������� ������ � 
�� �� 
������� �	
�������$�, ��	 	������ ����$��� ��	 ���� � ����
����� 
��	 ��� ���	�����. 
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"��. 9.3. #���	���� 
�� ��	��	-
���	�����	� �������. 

 
   '� ���	���� ����� ����� ��
�	, ��	 ���� ���	���� ������������� ��� 
�	���
	�������	��� �������	-����	���� 	������, �	 	� �������� ���	�	 
�	���
	��������� � �� ������������������. ����������� �� 
������������������ � �� 
�� ����		������ � 	�
����	���. *�� ��� � 
���
�������� ������� 
���
���	�����	� �������. '� ���� ����	� �	 �	 
���	 �� �
����� ���	
 	 ���	��	 �	��� �	�	���	 ����������������� 
���	����� ������� �������������	� ������� � ��	��	-
���
���	�����	� 
�������. *
���	 ���	� ���	
 ��� �� ��� 
����������. 
   '����
��� �	���������$ ������ ���	����� ������� ��	��	-

���
���	�����	� �������. � ����	� ���
����� ����� 	�	�������� �������	� 
����� � ����	�	� �����: 

uik = (fik – ei – 1, kui – 1, k — di, k — 1ui, k — 1)bik 

k = 1, 2, …, m,   i = 1, 2, …, n. 

��� ��	� ���
�	��������, ��	 ui0 = u0k = e0k = di0 = 0 
�� ���� i, k. & ��	� ������ 
	��	��	� �, �	 ��%�����, �
��������	� �������� ��������� 	������ 

u = b –1(f – ex – dy),  

�	�	��� ��������� �������� u �	 ��������� f, e, x, y, b, d. /�� �	���	���� 
����� ���	����� �����	���� ����	��	����$ �������, ���� �	�	�	� ���$� 
��	��������� �		�
����� i, k. &	 ��� ���� ������� 
�� 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤2 k ≤ m 
�	������ ������� ����� � ��
�� �������, ��	 	�� �		��������$� 	������ u. 
!� ��
�� ��������� �������, �	������$%�� ��	
��� 
����� � ������� 
�������� ���	�	��� ��������	�. ,��������� �	���������$ ������, �����
�	 
���
����� � �	�, ��	 � ������� � �		�
������� i, k ��
�� ����
������� 
���������� ���	������ 	������, �		��������$%�� �������� � 
�		�
������� i –1, k � i, k – 1. &�� 	�������� ���	�����, ��	��	
���� 
�� 
��������� 	������ � �		�
������� i, k, �������� ��	
�	� � �� �� 
�� 
��������� �	���	 ��	� 	������. 
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"��. 9.4. -��� 
�� ��	��	-
���
���	�����	� �������. 

 

 

 

 

 

 

"��. 9.5. 3���� 	�	�%���	� ����������	� �	���. 

   /�� ������ n = 5, m = 9 ���� ���	����� ���
������� �� ���. 9.4. '� ���	 
���
���, ��	 �	����� �	��	 ��� 	 �
����� ���� ���	����� ��������	 
������������������. -��� ����� �	���� ���	� 	�	�%����� �������� 
�������	�, � �������� ��������$%�� ����	�	� �	�	��� �	��� ���� ����� 
�		�
������� ����	��. 4������� ��������� � ��������$%�� ����	�	� (1, 1) 
�������� ���	�	�. !� ���. 9.5 � ��	�  � ����� ����������� ������� 	���
��� 
������ ������. .� 
�� �� ����� ����� �		���������� 	
�	� ����	������� 
�����, ���
��������	�	 �� ���. 9.3. '� ���� ������	� ��
�	, ����� 	����	� 
�	�	�	 ������������������ ���	���� �	 �� ������������ � 
�������������������� ��� ���
���	� ���������� 	������. 

k

i

k

i
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   ����# �"�� !�# �������# �	�
	�
�
!�
���. "����	���� 
���� 
������� �����	� ��
��� 
�� 	
�	����	�	 ��������� ����	��	�	
�	���. ����� 
��������� ����� ������� u (y, z), �
� 

�≤≤≤
∂
∂=

∂
∂

yz
z

u
y
u

002

2

,,  

u(0, z) = ϕ(z),  u(y, 0) = u0(y),  u(y, 1) = u1(y). 
 

�	���	�� ����	�����$ ����� � ���	� h �	 z � ���	� τ �	 y. ���
�	�	 ��, 
��	 �	 ��� ��� ���� �������� ���	�� ������� ����� ����� 
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/�� �	���	���� ����� ���	����� ���
�� ����	��	����$ ������� �		�
���� � 
	���� i, j. ���������� y, z ������� � ����������� i, j �		��	�������  

y = τ�i,  z = hj. 

�	������ � �� 
�� ���� ��	�������	� ������� ������� ����� � ��
�� 
������� �� �		��������$%�� �������	� 	������ 

),()( cb
hh

a +τ+τ−=ω 22
2

1  

���	�����	� 
�� ������ �������� ��������	� a, b, c. /�� ������ h = 1/8, 
τ = T/6 ���� ���	����� ���
������� �� 	�	�� �������� 9.6. !� ������ 
	������ ����	�	 ��� �������, ����	������$%�� ��	
 ��������� 
����� � 
��������� ��������. -��� ����� �	���� ���	� 	�	�%����� �������� 
�������	�. & �������� �� ��������$%�� ����	�	� � ������� �		�
���� i ,j 
�	��� ���� �����, ��������, ����	�� (1, 1) � (1, – 1). '��$��� � ���	��� 
�������� ���������. *
�� �� ��� ��
����� ��������$%�� ����	�	� (1, 0). 
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"��. 9.6. #���	- � ����	����������� � �����. 

   *������ 	
�	�	 ����� ��	� ��������� �� ������� 
��� 	� 
���� � �� �	 �	 
������	������ �� ������ ����	������ 	
�	�������	. !	 ���������	��� ���	� 
	��������� ������������ ���������� �	 �� 	�������� 	���� ����	�. !� 
���. 9.6 ����� ����������� ������� �	������ ����� ����������	� 
����������	� �	��� ���	�����. ���
�	�	 ��, ��	 	������ �������$��� �	 
���� ������. .� 
�� 	������ 	
�	�	 ����� ������� ���� ��������	�. *�� 
����$��� ������������ ���	������ 	������ �� ���
�
�%�� �����. ���� 

�����, �	�������� �� 	
�	� �����, �	��� �����	 ����������� �� ������, �	 
������� ��������� ��	���� � ���������� ���	����� �	 ������ ����������	� 
�	��� �� �	�������. *
���	 
�� �	����� ��	�	������ ��
�� ����� 
	������$��� ��	�� �����������, ��	 ���	����� 	 ��� �	 �� �� 
�	��������� � 	
�	� �����	� ������. 0	�
� 
�� �� �����%���� ����	
���� 
���	���	���� ���	 ��
�����$, ���	 ������
������$ ������. /�� ���� ��
	� 
������ ����� ���	��� 	
�	�	 ����� �	 �� ��%�������	 ��������� ����� 
���	������ ���	�	� 	������. )�	 	�������, ��	 ��� �����	
� � 	����
�	�� 
����� �����, ���������	� �� ���	������ 	������, �	 �� 	�������� 
����������	 ������ ������� �����	
������� � ������$. +�� ������ 
	��	����� ������� ���	������ 	������ � ������� 
	����� � ������, ��� 
������ ���������	��� ��������� ���	����� �	 ������ ����������	� �	���. 
& ��	� ������ �	5����� ����� ������� ���	�� ����������	�	 �	���$���� 
��
�� ��������� �� 	��%��������� 	����	� �  ������$, � �� �� �	�������	 
����. 
   "���� � � 	������	��, ��	 ������ 
��� � �	��� 	�	�%����� �������	� 
�	��	���� ������� 	� ����		������� ���	����� � ��	 ����		������$. 0��	� 
�����	
 �	����� �� ���. 9.6 ������. �	�����	��� ��	���� 	�	�%����� 
�������	� �������$� 	������ ��
���� ����� �� ��	�	��������. '��	
��� 

j

i

j

i
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���	���� ������ �	 �	 ������	������ �	 �	�������� ��	�	���������, � �	� 
�����, ����������	. ��� ��	� 	
�	�� ��	���	�� ����
� �	�������� 
���	������ ���� 	������, 	��	��%���� � 	
�	�� ��	�	��������. ��� 
����������	� ��������� ������� ���	���$��� 	������, �		��������$%�� 
�� ��� �������	������ ��	�	��������� �� ����	� ���. 9.6. 6���� 
����������	 ���	���$��� 	������, �		��������$%�� �	��
��� 
���������	������ ��	�	��������� � �. 
. 
   & �	�	� ��	���� 	������ 	
�	�	 ��	�	�������� ����	����� 
����		�������. &���� ���	������ ����		������ 	���
������� ����	� 
������ � ��	�	��������, ��	 �������	 ��	�	��	�����	 ��	 ��	%�
�. 
'��	����	���$ ����� �� 
� �	�	� ��	�	�������� 	��%������$� ����� 
�������, �� �%�� 	�	�	 �����. ���
	�������	, ����� �� ���������� �� 
������ ���	�����, ��	��	
��	� 
�� ��������� ����		������, 
	���
������� 
���	� ������ ��	�	��������. "������ ��	�	�������	� 
�	 �	 ������� ��	���	���	. *�� ������� �	���	 	� �	�	, ����� ����� 
	�	�%����� ������������ �	�� �	�����$� �� ������. &���
� �	 �	 
������� ���	� ��������� 	������ ��
���� �����, ��� �	�	�	� 
�� �	��������� 
��	�	�������	� 	��	����� 
��� ����� � �� ��	%�
�� ��
�� ��	�� ��	
�	 
�����. ��� ��������� ����� ����		������ ������� ������� 
	����� � 
��
����	� ������ ��
�� ��� ��	 	���� �����	. 
   $�
! %
�!���. "����	���� ������� ������� �������� �������������� 
��������� ���	
	� 7	�
��� ��� ���	�� ��
�%��	 ��������. )�	� ���	
 
�	 �	 �������� ��	���� ���������� ��	�	����. �����, ��������, 	� ������� 
���: 
 
                1.       l1 = 1/a1k,          k = 1,…,n, 

                2.       lp = – apk,           k = 1,…,n, p = 2,…,n, 

                3.       uj = a1jl1,            k = 1,…,n, j = k+1,…,n+1, 

                4.       ai– 1,j = aij+liuj,    k = 1,…,n, j = k+1,…,n+1, i = 2,…,n, 

                5.       anj = uj,              k = 1,…,n, j = k+1,…,n+1. 

(�
�� �������, ��	 n ≥ 3. "���	�	 �� 	�	���� ��	�	�������� 	�����	�	� 1 – 
3, 5 �	���� 	�	��	�	 ��	�	�������� 	�����	�� 4. *������, ���������� 
��������� ����� ���	�����, ��	��� ��� �� ���. 9.7. 
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"��. 9.7. "���	�	 ���� ������ ���	
� 7	�
���. 

 

*�� ���
�������� ��������$ ������
�, �� �	�	�	� ����$���	 ����	 6. 
&������ 	�	��	�	 ��	�	�������� 1 ����	�	 ��� �� ����� 1, ��	�	�������� 
2 – �� ����� 2, ��	�	�������� 3 – �� ����� 3, ��	�	�������� 5 – �� ����� 5, 
������� 	�	��	�	 ��	�	�������� 4 ����	�	 ��� � 	������	� ����� 
������
�. *��	��	� 	�1�� ���������� ����	
���� �� 	�����	� 4, �	�	��� 
�������� ���	� ��	��	�	 ����. !�	
�	�	
�	��� ����������, ��������� � 
	�����	����1 – 3, 5, �	�����	���� �� ������. ��������� ������ � ����� 
�	������ �� ���. 9.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

"��. 9.8. -��� ���	
� 7	�
���. 

 

   -��� �������� ����������. & �� 
�$ ��	 ������� ��	
�� � ���	
�� 
���, 
	���
������� ����	���� (1, 0, –1), (0, 1, 0), (0, 0, 1) � ������� �		�
���� k, j, i. 
"������� �������	� uj 	��%���������� �
	�� ������, ������������ 	�� i. *�� 
���������� �� ����� 3 � ������������� �� ����� 5, ��	�	
� ����� 
�		��������$%�� �	��� ������
�. "������� �������	� lp ���������� �� ����� 
2 � ����� 1 � ��	�	
�� ����� �		��������$%�� �	��� ������
� �� ������, 

(k+1, j-1, i-2)

(k+1, j+1, i-2)

(k, j-1, i-2)

(k+1, j+1, i+1)

(k, j+1, i+1)

(k, j-1, i+1)

jk

i

jk

i
(n, n+1, n+1)
(n, n, n+1)

(1, n+1, n+1)

(1, 1, n+1)(1, 1, 1)

1

2

3

4
5
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������������ 	�� j. ��� ��	� �	��������, ��	 p �	���
��� � i. &�	
��� 
����� 
���	�����, �.�. �������� ������ � ����	� �����, �	�����$� ����� �� �$$ 
�����. -��� ����� �	���� ���	� 	�	�%����� �������� �������	�. & �������� 
�� ��������$%�� ����	�	� � ������� �		�
���� k, j, i �	��� ���� �����, 
��������, ����	�� (1, 0, 0), (1, 0, 1) � (0, 1, 0). '��$��� � ���	��� �������� 
���������. *
�� �� ��� ��
����� ��������$%�� ����	�	� (2, 1, 1). 
   6������, ��	 � 	������ 	� 
����� ����	� 	�������� ����
�� ����� 
�� 
���	
� 7	�
��� �	������� 
����	 �� �����. �����	�� ������	�	���� ��	�	 
�������	�, ��� 
� ��� �
��	�� ����� ��	�� ������	� ����	�	 ���� �����. 
&	��	 �	, ��	 � ����� �� 
	�	 	����	����	�	 � �	�	�	 �������	�	 
���	����� �	 �	 ����� �����-�	 ���%��� ����
��. &	� �	���	 	����� ��� �� 
	���� �� ��	��	. 0�� �� �����, �� ����, ��	 �� �	��� 
	��	�� �	�����	 
��������. &�
� ������� �����	�� ������	 ��	 ����� ����	� ���	��� 
���	����	� ����	 �� �	���	� �������� ��� 
�� ��	���, ��� � 
�� ��������. 
   �
������� ���
����. 3���� ������ ����������	�	 �	�����	�	 ���	����� 

��� ���	���	����� ���	� ����� �� ����������	� ��� �
������	� �����. !� 
���. 9.9 �����
�� ���	�	��� ���	���������� ������. -��� �	�������, ����� 
�	���� ���	� �������	�. � �	�	%�$ �������	� 	��%���������� ��������� 
���	����� �� ����������	 ���	������� ���������. !� ���. 9.9 ����� 
��������	� �������	����. 

������� ����	

t t

x  
"��. 9.9. -��� �	�����	�	 ���	�����. 

 
   & �� "	�
��
�" 	����. )�	� ������ �� ��� ���� �� �� ��	���, �� �� 
��������. *� ��������	 ���
���� 
�� �	�	, ��	�� �	������, ����	���	 
��	 ���� �	��� ���� ���	����	���� ����� 
� � � ��	
� �� ����� ��	���� 
���	����	�. 8	������	 
����� ������ ��������� ���	�	��$ �	����	��� �� n 
�����. &�	���
����� �������	��, ��	 	� �������� 	���� �	�	��� ����	� 
�� 
��	����� �	�	, ����	���	 ���������	 �� ��� ���� ����	�	��� 	���
����� 
����������� � ������� ���	����	�. 6������, ��	 �� ��	� ����� "��	������", 
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�.�. �� ��	��� 	����� ��� �����	�	 ������������, ��� 
	������� ��� 
�����������$%�� �	������	�� � ���	�	���� ������� ��� 	������������, ��� 
� ������ ���. ������ ������������ ���
�$%�� 	����	�: 

ui+j = u2n+1 – i – j,   i = 1,…, n,   j = 1,…, n. 

#� �� ��
�� �����
	���� ��������� 
���	�	 ���	�����, �	��	���� 	�� 

������	 ������� � [1]. 6������ ����, ��	 ��� �����	�	 ������������ �� �	 i, 
�� �	 j. *
���	 ����  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
"��. 9.10. -��� "��	��	�	" �������. 

 
���	���� �������� ����	���	 �����, �����	 

ui+j = u2n+1 – i – j,   i = 1,…, n,   j = 1,…, n – i,   j = n – i+1,…, n, 
�	 ��� �$�	� ������	����	� i 	������ �	 j � �� 
	� �� 
��� ����� � � 
�	 �	 ���	����� ����������	. ����  � ������ ��
	 �	-��� ���� ���	����� 
�	���
	�������	. -��� �������������	�	 ���	����� 
�����������	 ����	�� 
	���� ��	 �	. )�	 ��
�	 �	�� �� �	 ���. 9.10, �� �	�	�	� ���� ��	��� �� 
�� 
n = 10. 

j

i
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   & ����� � �����	�������� ��������� 	������ �������� �� ���
�$%�� 
	���	��������	. !���	��� �� ������� ����		������, ����� ��	��� ���	����	� 
���$� �����	 	�%��	. 0	����, � �	�	%�$ �� 	���� ��	 ��� ���	����	����� 
�� �	 �	 ������ �� �	���	 � ���������� ������, �	 � � ���������� ������ � 
�		�
�������� ����	���� ������ �� ���� ���	�	�	�	 ���	 ����� ������-
	������. #� � � ��
���, ��	 
� � ��	���	����� �	������� ���� �	

����� 
���	�� ���	����	����$. 0������ ��	��
���� �	
	���� ���	����	����� 
�������	 ���� 	������ �����. (	��� 
������	 ������������	 � ������ 
�������� � ��� �	 �	 �	����	������ � [1].  
   �	���	���� ����	� 
�� �	���	�	 ����� �	�������� ���	����	� ������	 
�
���������$ ���	�	����	���: �	���	� ����		������ ���	����	� �� 
����	
�� � ���	��  � ����		�����$ ���	����	���� ��������. #�	��� 
����� �	������	 ���������  ���	����	� 	�������� ��	�	������ � �����	�, 
	�������� 
��� 	� 
���� �	
�� ����� ������ � 
��. !�������, �� ���� 
��	 ����� ���	����	�  ������	�  ������� ��������� �	 ��%����� ���	� 
����	� 	�����	�� ����	 ���� �	��
�� 
������. &�� ��	 ������	 � 
���
�	�	 ���$, ��	, �	��	 �	, ����� 
    ���
��	. 0��	��� ���	����	���� �������� ���	����	� � �	�������� 
������
��� 	������� ����	�	. 
   �	�� �������� �	
���� 
��� ��� ���	����. ���� ���	���� 	 ���	��� 
���������� 	�� ���� ����	�, �	 	���	���� ��	�	 �	��� ������ � ����������� 
�����
	�����.  '��	 ���� ��������� ���	
	� �	 �� ���� �	�������	 �� 
	�%�� ���	����	���� ���
�����, �����������������  ���	���  
���	����	���� �������� �	 �� ����  �������  ������	 � ������	���	 � 
�	�	%�$ ���������� ��	�������� ���
���, �	 ���	���  ����������  �	���  
���� �	���	���  �����	���	��,  	��%������$%�� �����	� �������  
�� ��� ���	����	�. *��$
� � � ��
����	 � 
	 �	���	���� �������� 
�������������� ������, 	�������	������ �� ���������	� ������� �����	� 
��
�� �� �	�������� ������
��� 	�������. & �����	���, �������������� 
�	
��� �����	���	�	� 
�� ����� �������� ������ ��	��� �	 �	 ���	���, 
���	����� 	�������$ ����� �	�	�	����$ ������� ����	� ���  � ����� 
���	��� ��������. 
    
������ 10 
 
���������� �� �����# � ������� ��
 
���'
���� 
 
�	
�� ����: �
� �	�
	����
 ����
� ���	���	���, �	�	�������� ���������� 
�	 �
��� ���������, ��������	
������ ���������� �	����!
 �������� 
�	���
��, �����������
� ��
� ���	
� �	�	�� �����
����, ������	 ������ 

�����
�� – ����	��� �
��
�� 	�����
���, ��������� �
� ��������� 
��
	���. 


