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Введение


В настоящее время общепризнанно, что эффективное решение прикладных задач практически невозможно без использования адаптивного процесса уточнения, который характеризуется следующими шагами: получение приближенного решения на грубой сетке; вычисление оценки погрешности решения и критерия адаптации; перестроение сеточной модели с локальным измельчением сетки (h-версия), либо повышение порядка аппроксимирующих функций (p-версия). Выполнение необходимого объема вычислений стало реальным только с использованием многопроцессорных вычислительных систем.


На примерах решения ряда прикладных задач, связанных с моделированием напряженно-деформированного состояния сложных конструкций методом конечных элементов (МКЭ) с адаптивно меняющейся сеткой и иерархическими конечно-элементными аппроксимациями [1], строится методология декомпозиции и отображения задач, решаемых на параллельной вычислительной системе.


1. Декомпозиция сеточной области и нумерация сеточных объектов


Для рассматриваемых задач общую схему применения методов разделения и отображения по процессорам представим следующим образом: сеточная модель разделяется каким-либо способом по числу процессоров; находится решение и его оценка погрешности; сеточная модель уточняется (перестроением сетки или повышением порядка аппроксимации); находится дисбаланс нагрузки и выполняется отображение нового разделения на сетку процессоров. Оптимальная схема декомпозиции должна соответствовать трем основным критериям: эквивалентность нагрузки всех процессоров; локальность коммуникаций; максимальное отношение времени вычислений к времени коммуникаций, связанное с каждой подобластью. Начальная декомпозиция на не перекрывающиеся подобласти выполнялась на основе геометрической информации. Вычислительная нагрузка по процессорам складывалась из сумм нагрузок, связанных с каждым конечным элементом. Для получения последующей декомпозиции использовался двойственный граф конечно-элементной сетки. Под вершинами графа понимались центры элементов. Отметим, что в сеточных моделях по p- версии МКЭ имеются следующие особенности: неоднородность вычислительной нагрузки в элементах сетки, зависящая от порядка аппроксимации; неоднородность коммуникационной нагрузки, связанная с распределением степеней свободы по граням соседних элементов. В качестве критерия декомпозиции было выбрано число степеней свободы конечного элемента, которое определяло веса вершин и ребер дуального графа. После каждого шага или нескольких шагов итерационного уточнения решения, связанного с изменением числа элементов или вычислительной нагрузки элемента, производилась балансировка нагрузки процессоров, т.е. реализовывалась квазидинамическая балансировка. Алгоритмы, реализующие ее, должны сами обладать высокой эффективностью, в том числе обеспечивать их параллельную реализацию, что также в ряде случаев связано с невозможностью размещения сетки на одном процессоре, и выполнять локальную балансировку, не рассматривая задачу для всей сетки в целом. Анализ показал, что лучшие результаты достигаются при использовании алгоритмов из библиотеки ParMetis [2]. При работе с несколькими процессорами, которые манипулируют отдельными, зачастую пересекающимися данными, возникает проблема идентификации объектов (узлов, ребер, граней, элементов), возникающих независимо на разных процессорах [3]. Номера объектов на основе координат графа и кривых Пеано-Гильберта имеют степенную зависимость номеров от шага перестроения сетки. В случае пространственных координат этого не наблюдается. Номера, определенные по координатам объекта, использовались в качестве ключей. Для работы с ключами применялось хеширование.


2. Параллельное итерационное решение систем уравнений


Обычно в МКЭ считается, что конечно-элементная сетка и система собраны и каждый узел принадлежит нескольким элементам. Предположим обратное, множество элементов и связанных с ними локальных матриц разобрано. Рассмотрим конечно-элементные системы, в которых глобальные матрицы жесткости не формируются в явном виде, а вводятся с помощью поэлементной декомпозиции, основанной на операциях объединения и разъединения. В результате получим блочно-диагональную матрицу �EMBED Unknown���, состоящую из матриц �EMBED Unknown���, которые удобно хранить по процессорам, вводя матрицу связности �EMBED Unknown���, где �EMBED Unknown���- глобальная матрица жесткости; �EMBED Unknown��� - локальная элементная матрица жесткости; �EMBED Unknown���- булева матрица или матрица связности, выражающая соотношения между независимыми степенями свободы элементов и перемещениями для всей области в целом, для которой справедливы соотношения: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Здесь �EMBED Unknown���-диагональная матрица, содержащая для каждого узла число элементов, которым принадлежит данный узел. На каждом процессоре хранится �EMBED Unknown��� несовместных элементных матриц жесткости �EMBED Unknown��� и векторов �EMBED Unknown���. В дальнейшем будем использовать другой тип векторов, который введем следующим образом: �EMBED Unknown���. Вектора такого типа хранятся по процессорам частями, но главное, что величины имеют глобальные значения. Тогда параллельная схема метода сопряженных градиентов (МСГ) с введенными типами матриц будет иметь вид [4]:


- � EMBED Equation.2  ���;


- инициализация �EMBED Unknown���, � EMBED Equation.2  ���, �EMBED Unknown���;


- итерационное уточнение �EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown��� /поэлементно вычисляем произведение/;


�EMBED Unknown��� /суммируем вклады в глобальный вектор/;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


/пересылаем и суммируем по процессорам �EMBED Unknown���/;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���;


если �EMBED Unknown���, то выход;


�EMBED Unknown���;


�EMBED Unknown���.


В приведенном алгоритме трудоемкая операция вычисления произведения матрицы на вектор производится на элементном уровне, в результате, получаемый элементный вектор в дальнейшем суммируется. В отличие от стандартной схемы МСГ скалярное произведение векторов невязок на итерации вычислялось через три скалярных произведения вычисляемых на предыдущем шаге, что позволило объединить пересылки в одну и сократить коммуникационные затраты.


3. Параллельное перестроение сетки 


Параллельное перестроение сетки выполняется над частями исходной сетки, распределенными по процессорам. При выходе перестроения на границы между подобластями, принадлежащими разным процессорам, нарушается согласованность сетки. Новые сеточные объекты в распределенной сетке генерируются независимо, что усложняет поиск появляющихся несогласованностей. Известные алгоритмы параллельного перестроения выполняются над независимыми областями уточнения, не требующими обмена данными [5] или пересекающимся списком сеточных объектов. Другой подход к перестроению предложен в [3] и использовался в настоящей работе. Чтобы идентифицировать принимаемые данные применялись уникальные номера, определяемые по пространственным координатам. Применение разных способов для уточняющего и согласующего перестроения значительно усложняет согласование подобластей. Поэтому в обоих случаях использовалось деление по наибольшему ребру. Условием выхода из параллельного перестроения было отсутствие несогласованных ребер во всех сеточных подобластях. После локального перестроения числа сеточных объектов в подобластях существенно отличаются. Дальнейшие вычисления на перестроенной сетке начинаются синхронно и будут несбалансированны по вычислительной нагрузке. Во избежание этого после перестроения сетки выполняется квазидинамическая балансировка нагрузки. С помощью функций из пакета ParMetis вычислялось новое распределение сетки по процессорам, а затем осуществлялось перераспределение.


4. Численные результаты


Численные эксперименты осуществлены на параллельной вычислительной системе Parsytec CC-8, состоящей из 8 вычислительных узлов с использованием библиотеки Message Passing Interface (MPI)[6]. На примере решения задачи о деформировании четверти полого цилиндра с звездообразной внутренней поверхностью давлением анализируются вычислительные затраты адаптивной конечно-элементной схемы решения. Сеточная область перестраивалась 6 раз и балансировка выполнялась после каждого шага. На рис. 1 представлена начальная и конечная декомпозиции области на 8 процессоров, изолинии интенсивности напряжений в цилиндре. На диаграмме (рис. 2) приведены вклады в вычислительные затраты. Преобладающий вклад во временные затраты вносит решение системы уравнений, время балансировки составляет менее 15%, а перестроения сетки около 1%. Эффективность параллельного алгоритма в целом достаточно высока порядка 50%. Сравнивались два алгоритма: многоуровневый и диффузионный, обеспечивающие соответственно глобальную и локальную балансировку нагрузки процессоров. Сравнение показало, что на последних шагах перестроения число пересылаемых элементов в 4 раза меньше при диффузионном алгоритме балансировки, чем при многоуровневом (рис. 3). Однако характеристики разбиения получаются хуже (число общих ребер, дисбаланс), что увеличивает время решения системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Другая особенность заключается в том, что при диффузионном алгоритме в подобластях возникают разрывы. Так при начальной декомпозиции, в которой одна из подобластей была разрывна, на последнем шаге перестроения таких областей уже две (рис.1б). Для ряда методов декомпозиции [7] разрывность подобластей является ограничением. Рассмотренная поэлементная декомпозиция при решении свободна от этого недостатка.


� INCLUDEPICTURE "E:\\an\\CONFER\\Chernog\\BEGIN.PCX" \* MERGEFORMAT ���


а)�
� INCLUDEPICTURE "E:\\an\\CONFER\\Chernog\\END.PCX" \* MERGEFORMAT ���


б)�
�
� EMBED Word.Picture.6  ���


Рис. 1. Декомпозиция области: а) начальная M= 609, N=349 ;


б) конечная M=19581, N= 9983;


в) изолинии интенсивности напряжений. �
�
�EMBED Excel.Sheet.8���





Рис. 2 Временные затраты�
�EMBED Excel.Sheet.8���Рис. 3 Характеристики разделения�
�
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