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Трехмерная тензорная математика
вычислительных экспериментов в гидромеханике

В.Н.Храмушин,
лаборатория Вычислительной гидромеханики и океанографии,
СКБ средств автоматизации морских исследований ДВО РАН, Южно-Сахалинск

Вычислительные эксперименты в механике сплошных сред опираются на собственный математический аппарат конечных разностей, в основе которого лежат аппроксимации непрерывных функций ограниченным количеством опорных величин, распределенных в дискретных ячейках памяти цифровой ЭВМ. Определенные таким образом непрерывные в пространстве и времени процессы, не вполне соответствуют предположениям классического дифференциального анализа, законы которого справедливы для предельно близких интерполирующих точек, количество которых на ограниченном отрезке должно стремиться к бесконечности. По сути же, классические численные методы могли бы быть эффективными при их использовании на аналоговых моделирующих или вычислительных устройствах, но, к сожалению, здесь имеется множество чисто фундаментальных математических проблем, в первую очередь обусловленных недостаточностью аппарата дифференциального исчисления для точного описания и прямой интерпретации физических свойств многомерных векторных полей.
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Вычислительные модели гидромеханики в каноническом представлении удобно формализовать с помощью линейных аппроксимирующих функций, точные физические величины которых определяются на разреженных узлах конечно-разностной сетки, охватывающей ограниченную область течения жидкости. Аналитические методы И. Ньютона позволяли в разностной форме выполнить постановку и прямое численное решение многих одномерных интерполяционно-динамических задач. Однако, несмотря на эффективность и универсальность ньютоновских численных решений, это направление математических исследований затруднялось необходимостью использования сложных численно-логических схем (в современной терминологии – алгоритмов). Современная компьютерная логика позволяет обобщить разностные методы решения задач гидромеханики путем применения функционального программирования для формализации основных числовых объектов и вычислительных операций. Для явного контроля физических процессов законы движения жидкости изначально представляются в жестких логических операциях трехмерной тензорной арифметики, оперирующих конкретными параметрами течения в размерном виде.
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Трехмерная тензорная математика формализует описание явлений гидромеханики именно для того случая, когда непрерывные функции определяются с помощью ограниченного количества не очень близко расположенных аппроксимирующих пространственно-временных точек. Важным преимуществом такой постановки вычислительного эксперимента в гидромеханике явилась возможность более глубокого понимания многих законов и явлений, сопровождающих течение реальных жидкостей. Разработка же формализованных правил для компьютерной реализации вычислительных экспериментов в тензорной постановке, сама по себе составила интереснейшую задачу, которая позволила вновь коснуться как математических основ гидромеханики, так и фундаментальных понятий физики в целом. Оказалось, что тензорная арифметика и логика вычислительных операций позволяют проследить физические аналогии всех вычислительных операций и построить комплекс алгоритмических объектов наиболее полно определяющих суть и форму вычислительных процессов при моделировании физических явлений и механики жидкости.

О системах отсчета и логических операциях

Все математические построения выполняются исключительно в размерной форме, где физические размерности и признаки принадлежности к пространственной системе отсчета, являются главными предикатами логических алгоритмов, которые, в идеальном случае, обеспечивают автоматическое построение вычислительных экспериментов гидромеханики.

Главная или общая система координат является всегда ортогональной и ортонормированной. Отсчеты времени задаются скалярными величинами, фиксирующими состояние либо всего вычислительного процесса, либо его отдельных подобластей. Такое исходное пространство и время всегда наделяются свойствами идеальности, то есть, они глобальны и абсолютны по своим физическим проявлениям, а также непрерывны, линейны и недеформируемы.

В постановке задачи не используется понятия пустоты. Пространство заполняется реальной жидкостью или эфиром со свойствами вязкой и сжимаемой среды, являющихся носителем внутренней энергии, проявляющейся как инерция. С каждой пространственно ограниченной частицей жидкости связывается собственная или внутренняя локальная система координат, с теми же физико-механическими свойствами что и абсолютная система отсчета.

Абсолютная и локальные системы отсчета строго связаны между собой физическими свойствами (размерностями) наполняющих их жидкостей, а формализация этих свойств однозначно определяет логические правила применения законов механики, а также весь комплекс взаимных преобразований расчетных величин, которые выполняются в рамках компьютерного аппарата тензорной арифметики.

Сформулированные условия построения вычислительного эксперимента в гидромеханике обеспечивают независимость (реентерабельность) применения тензорных операций, как на момент применения законов механики для образования нестационарности течения, так и на последующих этапах интерполяционного согласования свойств жидкости в разных системах отсчета с применением законов сохранения, граничных и начальных (здесь это – внешних и внутренних) воздействий. Такая независимость и унифицированность компьютерных операций может быть использована как для переноса базовых вычислительных алгоритмов на аппаратный уровень ЭВМ, так и с целью распараллеливания расчетных процессов при проведении вычислительного эксперимента.

О постановке вычислительного эксперимента

Традиционная физическая интерпретация, так же как и численное решение задач гидромеханики, опирается на два взаимосвязанных и существенно отличающихся по форме геометрических представления о течении жидкости, - это известные дифференциальные формализации течений по Эйлеру – на фиксированной сетке и изменяющихся значениях гидродинамических полей, и по Лагранжу – с фиксацией законов сохранения внутри каждой из движущихся частиц жидкости.

Опыт реализации вычислительных экспериментов показывает, что для сложных расчетных областей невозможно применение дифференцирующих разностей более чем первого порядка. Задачи же механики опираются на уравнения движения второго порядка, которые в случае задач аэрогидромеханики довольно уверенно моделируются с использованием разделения решения на подэтапы, где последовательное использование интерполирующих функций первого порядка сначала опирается на неподвижные узлы сетки, затем ведется расчет в локальных координатах подвижных частиц жидкости. Такой подход к решению соответствует классическому разложению дифференциальных уравнений гидромеханики по физическим параметрам, который выполняется в Лагранже-Эйлеровых схемах, методе «Крупных частиц» или «Конечного объема». Суть разложения по физическим параметрам, при таком подходе, выражается в двойном последовательном дифференцировании первого порядка, что, в свою очередь, разделяет каждый временной цикл вычислительного эксперимента на три этапа:

1 этап – вычисляются кинематические параметры для динамических центров крупных частиц жидкости, для чего используются текущие исходные данные в неподвижных узлах конечноразностной расчетной сетки, которая обычно обладает свойствами неподвижных Эйлеровых координат;

2 этап – Лагранжевы или крупные деформируемые частицы жидкости участвуют в свободном движении, перераспределяя внутренние свойства исходных Эйлеровых ячеек по смежному с ними пространству;

3 этап – согласуются законы сохранения массы и энергии, что достигается поляризацией или деформацией сдвинутых частиц жидкости, с последующей переинтерполяцией характеристик течения в исходные узлы неподвижной Эйлеровой расчетной сетки.

Для построения вычислительного эксперимента по указанной схеме каждая из частиц жидкости должна вести себя как своеобразный энергоемкий объект, подчиняющийся законам сохранения энергии в пределах геометрического объема этой частицы, часть которой тратится на простую передачу движения смежным частицам, а часть на консервацию энергии движения внутри элементарной частицы жидкости. Это может проявляться как безвозвратная потеря энергии движения на трение при деформации жидкой частицы, а также как аккумулируемая энергия, в том числе обусловленная изменением интенсивности замкнутых течений внутри такой элементарной частицы жидкости (образование/затухание внутренних диполей).

Основные формализации вычислительных объектов и процессов

Физические размерности являются естественным и наилучшим предикатом вычислительной формализации гидродинамических объектов. Такие же предикаты необходимы для фиксации типа системы отсчета и пространственной привязки к конкретной конечномерной частице жидкости. В комплексе вся система признаков-предикатов необходима для автоматизированного распознавания и применения базовых функций трансформации элементарных объектов к требуемому расчетно-каноническому виду, с последующим применением конкретных гидромеханических моделей, и обратному преобразованию результатов к требуемой системе отсчета. Элементарные объекты определяются в одной из трех разностных форм:

1) Скаляр – числовая величина, не зависящая от системы отсчета, являющаяся либо инвариантом пространственно-временных преобразований, либо эмпирической величиной, формализующей реологические свойства жидкости (в обобщенном случае это одно и то же). Может использоваться только в операциях произведения, с любыми объектами;
2) Вектор – задает пространственно ориентированное внешнее воздействие или реакцию на него со стороны элементарной жидкой частицы. Векторные величины всегда связаны с конкретным пространственным базисом. Допускаются операции сложения для величин, измеренных в одной и той же системе отсчета и с одинаковыми физическими размерностями, а также операции умножения векторов на тензоры, в результате которых происходит замена или уточнение опорного базиса;

3) Тензор II ранга – является производной величиной, характеризующей локальные свойства геометрических преобразований, или фиксирующей динамическое состояние элементарной жидкой частицы. Тензорные объекты можно интерпретировать в качестве пространственных базисов, которые хранят геометрию деформирующейся жидкой частицы, и задают их локальную (внутреннюю) кинематику и конвективные свойства. Тензоры всегда участвуют при анализе динамических свойств и режимов течения реальной жидкости. Любые преобразования тензорных величин выполняются только в соответствии с логикой представления физических процессов и законов гидромеханики. Тензорные операции могут определяться чисто лингвистическими правилами языков программирования (их внутренней семантикой), что позволяет в процессе вычислительных экспериментов задействовать гибридные математические модели или параллельно использовать существенно различающиеся гидродинамические модели течения.

Определение базовых объектов в пространстве и времени

Пространственное описание крупных частиц жидкости выполняется в расширенной тензорной нотации в двух взаимосвязанных системах координат. 1) – абсолютной - или неподвижной (Эйлеровой) сетке узловых величин, которая является единой и глобальной системой отсчета для всего вычислительного эксперимента. Вычислительные объекты, связанные с абсолютной системой отсчета, обозначаются прописными буквами. 2) – локальной - или естественным базисом конкретной крупной частицы жидкости, участвующей в свободном (Лагранжевом) движении по собственной траектории, и в которой определяются внутренние свойства конкретной крупной частицы жидкости. Вычислительные объекты, определенные в таком естественном базисе обозначаются строчными буквами.

При канонической записи законов движения и внутреннего состояния частиц жидкости обычно векторные величины строятся с опорой на глобальную систему координат, а тензорные объекты формализует внутренние гидромеханические свойства частиц жидкости.

Время T, отмеченное прописной буквой, исчисляется от момента начала вычислительного эксперимента; строчной t – отмечается интервал времени, используемый в качестве расчетного шага: t = +T–oT. Скалярные величины иногда удобно использовать в качестве индексов для привязки вычислительных объектов (крупных частиц жидкости) в пространстве – левый нижний индекс, и во времени – левый верхний индекс. Если левые индексы отсутствуют – это означает, что выражение применимо к любой частице жидкости. 
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Правые индексы (Рис.2) обозначают принадлежность к системе отсчета, при этом нижние индексы привязывают объект к абсолютному базису, верхние – к локальному. Векторные стрелки могут заменять индексы, при этом стрелка вправо ( отмечает принадлежность к абсолютной системе отсчета, влево ( к локальной. Тензорные величины отмечаются двойными индексами или уголками: ( - абсолютная; ( - локальная; >,< и ( смешанные системы отсчета.
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– координаты узловой точки, где: Ω – левый  нижний индекс определяет местоположение узла в расчетной области; T – отмечает текущий момент времени от начала проведения вычислительного эксперимента; ( - стрелочка вправо указывает на принадлежность абсолютной системе отсчета.
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– ссылка на смежную точку, относительно 
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, смещением в пространстве в сторону (+) с учетом смещения подвижного и деформирующегося ограниченного объема жидкости Ω (крупной частицы) за время t. ( стрелка влево показывает, что «длинный» вектор абсолютных координат 
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 измеряется в локальной системе отсчета, связанной с текущим состоянием и местоположением крупной частицы жидкости.
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i  – тензорное определение формы крупной частицы жидкости в абсолютной системе координат. Геометрически такой тензор подобен базисному параллелепипеду, определяется на векторах 
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, ориентированных на смежные точки пространственного симплекса.

По аналогии: 
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 – обращение тензора переводит его к дуальному базису; 
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 – вектор переходит из абсолютной в локальную систему координат. Для перестройки вектора из локальной системы отсчета к абсолютной – необходимо добавить координаты базовой точки крупной частицы жидкости: 
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. Аналогично в виде конечных разностей вводится динамическое понятие приращения скорости: 
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. Реологические свойства жидкости, которые в традиционной гидромеханике задаются скалярами, в вычислительном эксперименте всегда проявляются в виде тензорных описателей внутренних свойств, для которых уже в ходе вычислений ведется контроль сохранения требуемых свойств.

Определение законов вычислительной гидромеханики механики

1. Векторный закон Ньютона для деформируемой частицы: 
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2. Тензор вязких напряжений для Ньютоновой жидкости: 
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3. Тензор упругих напряжений для твердого тела Гука: 
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Строчными буквами обозначены вычислительные объекты, заданные в локальных координатах конкретных частиц жидкости, а прописными – формализованные функции, определенные в абсолютной системе координат. Обозначения: 
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 – тензор локальных скоростей; 
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 – тензор инерции (масса) в проекции на абсолютную систему отсчета; 
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 – тензор деформации или аккумуляции внутренней энергии; 
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 – тензоры динамической вязкости и жесткости жидкости.

Все операции вычислительной гидромеханики выполняются исключительно в размерной форме, что в первую очередь необходимо для контроля физической корректности моделируемых процессов для каждой отдельно взятой частицы жидкости, и обеспечения возможности эмпирической корректировки или применения гибридных схем в подобластях, где необходима автоматическая подмена математических моделей. С вычислительными объектами связываются три группы операций:

1. Операции логические или эмпирические. Это физические законы, как: если есть тензор конвективных скоростей 
[image: image29.wmf]>
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, то он порождает тензор напряжений 
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 по закону (2), и т.п. Такие операции задают способ формирования и методы анализа состояния тензорных объектов, а также принятие решений об изменении математических моделей по ходу расчетов;

2. Операции типа сложение, применяются только к величинам с совпадающей физической размерностью и при условии, что они определены и построены в одном и том же базисе. К сложным объектам сложение применяется как только к неразрывным тензорам;

3. Операция произведение применима только к объектам, у которых связываемые компоненты лежат в дуальных системах отсчета. Запрещается повышение ранга тензора в операциях произведения.

Построение вычислительного эксперимента

Движение контрольной точки в пространстве, сместившейся за один такт вычислений: 
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; следующий шаг: 
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 – получение вектора приращения скорости этой точки. Таким образом выполняется первый шаг вычислительного эксперимента, за которым следует контроль корректности решения { r }, согласование условий сохранения { M }, а в завершение – перерасчет новых для каждой крупной частицы жидкости «внешних сил»: 
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Тензор вязких напряжений получается выделением кососимметричной части матрицы 
[image: image38.wmf]>
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, которая задает вращение частиц: 
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. Оставшийся симметричный тензор связывается с упругой деформацией: 
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. Соответственно полный тензор внутренних напряжений: 
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В процессе проведения вычислительного эксперимента осуществляется согласование свойств тензорных объектов с заданными моделями течений. Кроме традиционного контроля условий неразрывности, в новой модели всегда требуется согласование условий, упругости и других анизотропных проявлений вычислительных объектов. Однако это скорее является достоинством метода, так как позволяет постоянно держать под контролем полный комплекс реологических свойств моделируемой среды. В результате упрощения модели до уровня идеальной жидкости был разработан и успешно протестирован алгоритм расчета обтекания группы тел, который сводится к простому интегрированию по их объему и поверхности. 

Практическое использование тензорной модели опирается на представление главных законов механики и реологических свойств жидкости в обобщенной тензорной форме. Важным достоинством новой модели является также то, что без потери общности практически все математические записи доведены до уровня простых арифметических выражений.
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Рис.1. Физическая интерпретация реакции крупной жидкой частицы на воздействие внешних сил. Внешняя сила и вызванное ей ускорение определяются в различных базисах, тензором преобразования между которыми служит форма и внутренняя энергия (масса) частицы, выраженные в тензорной форме
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Рис.2.
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