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Введение

Современные пакеты прикладных программ для решения задач математической физики (тепломассопереноса, упругопластического деформирования, гидродинамики и т.п.) основаны на алгоритмах, разработанных в свое время для реализации последовательных вычислений (метод конечных элементов, конечно-разностный метод, метод граничных элементов). И хотя эти алгоритмы допускают существенное распараллеливание, в их структуре не были заложены возможности численной реализации на многопроцессорных вычислительных комплексах. Поиск методов решения сложных задач, в алгоритмах которых изначально закладываются принципы распараллеливания, представляется весьма актуальным. В работе предлагается граничный вариационный метод, основанный на комбинации вариационного метода и метода граничных элементов. В качестве вариационного использован принцип виртуальных скоростей напряжений и перемещений, основанный на ослаблении приближенных физически нелинейных определяющих уравнений и условий трения на границе. Виртуальные состояния строятся с помощью граничных интегральных уравнений, которые точно удовлетворяют линейным уравнениям краевой задачи, а нелинейные определяющие уравнения удовлетворяются приближенно с помощью вариационного принципа виртуальных скоростей напряжений и перемещений. Такая формулировка позволила осуществлять независимое варьирование поверхностных скоростей и напряжений, снизить размерность задачи на единицу, осуществлять параллельные вычисления координатных функций и напряженно-деформированного состояния в области по результатам решения на границе.

Граничный вариационный метод

В основу вариационного принципа положено независимое варьирование скоростей напряжений и перемещений, а вывод принципа основан на ослаблении нелинейных определяющих уравнений и обратных к ним зависимостей [1]. Краевая задача в этом случае может быть переформулирована так:
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с граничными условиями

на 
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Здесь уравнения равновесия (1), условия совместности (2), граничные условия в скоростях перемещений (5) и напряжений (6) должны выполняться точно в каждой точке деформируемого тела, а определяющие уравнения (3) и обратные к ним зависимости (4) - в целом по объему с некоторым весом. Аналогично удовлетворяются условия трения (7) и обратные к ним зависимости (8). Краевая задача (1)-(8) эквивалентна системе вариационных уравнений
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В задачу входит нахождение скоростей напряжений 
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 и перемещений 
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, точно удовлетворяющих уравнениям (1), (2), граничным условиям (5), (6) и в обобщенном смысле удовлетворяющих определяющим уравнениям (3), (4) с весовыми функциями 
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, а также граничным условиям (7), (8) с весовыми функциями 
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Основной проблемой вариационных методов решения прикладных задач является выбор виртуального состояния. В конкретных задачах исследователь, зная характер распределения перемещений и напряжений, может задать удовлетворительное виртуальное поле с малым числом варьируемых параметров, однако это решение и соответствующие программы не могут быть использованы для других задач. Отсутствие универсальных виртуальных состояний и возможность использования различных вариационных принципов для одной и той же краевой задачи не дает возможность построения универсальных алгоритмов численной реализации, что существенно сдерживает применение вариационных методов для решения прикладных задач.

Для построения граничного вариационного принципа используется представление скоростей перемещений и напряжений метода граничных элементов [2]
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Так как соотношения (10) удовлетворяют соотношениям (2), (5) и (11) – (6) автоматически, а (11) удовлетворяет уравнениям (1) в силу построения функций влияния
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, то их можно взять в качестве виртуальных для рассматриваемого принципа. Такое виртуальное состояние универсально для любой упругопластической задачи, т.к. не зависит от определяющих уравнений, а функции влияния 
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и их производные стандартны. Все неизвестные функции находятся на поверхности, что снижает размерность задачи на единицу.

При решении конкретных задач можно использовать конечноэлементное представление границы области, т.е. интегралы в (10) можно представить в виде суммы
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здесь 
[image: image29.wmf]a
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 - площади элементов поверхности 
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, 
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 - площади элементов поверхности 
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, 
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 и 
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 - неизвестные значения скоростей поверхностных напряжений и перемещений в каждом из элементов границы, играющие роль варьируемых параметров. Аналогично задаются виртуальные поля напряжений.
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Разбиение границы не влияет на точность удовлетворения уравнений равновесия, т.к. интегрирование в каждом элементе границы идет по переменной x, а операция дивергенции в уравнении равновесия выполняется по 
[image: image37.wmf]x

.

Структура виртуального поля (3.50) имеет структуру рядов Ритца, специальный вид которых обеспечивает автоматическое удовлетворение уравнениям равновесия, условиям совместности и граничным условиям. Роль координатных функций играют интегралы от известных функций влияния 
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. Расчет этих интегралов, а значит и координатных функций может осуществляется параллельно для каждого элемента границы. Кроме того, эти ряды универсальны для любой упругопластической задачи и определяются лишь характером разбиения внешней границы, чего невозможно добиться в стандартном методе Ритца. Все неизвестные функции находятся на поверхности, что снижает размерность задачи на единицу. Построенное виртуальное поле скоростей перемещений (12) и напряжений (13) подставляется в систему вариационных уравнений (9) и вариационная задача в области сводится к граничной вариационной задаче.

После подстановки и интегрирования система вариационных уравнений обращается в систему алгебраических уравнений неизвестных значений поверхностных напряжений 
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 и поверхностных скоростей перемещений 
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 для стационарных задач или в систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных функций поверхностных напряжений 
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 и поверхностных скоростей перемещений 
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 для нестационарных задач [3]. 

Решение такой системы дает полное решение задачи на границе. Для определения решения во внутренней области надо использовать уравнения (10), (11). Следует отметить, что здесь, как и в методе граничных элементов, возможно выборочное определение напряженно-деформированного состояния, как в отдельных областях, так и в отдельных точках. В других методах численного анализа задач математической физики решение ищется для всей области, даже если необходим анализ только небольшой ее части. Увеличение точности, а значит, дискретизации рассматриваемой области требует, зачастую, неоправданно больших вычислительных затрат. В предлагаемом алгоритме определение решения в каждой точке деформируемого тела может осуществляться параллельно, т.к. после решение граничной задачи соотношения (10), (11) становятся независимыми. Таким образом, метод позволяет получить любую степень локализации решения, причем, одновременное получение решений в различных точках ограничивается лишь техническими возможностями распараллеливания.

Для определения пластических областей деформируемого тела и напряженно-деформированного состояния в них используются известные итерационные процедуры [2].
Задачи тепломассопереноса

Построение алгоритма для задач параболического типа (теплопроводности, диффузии, фильтрации) аналогично предыдущему, отличие только в разрешающих уравнениях. В задачах эллиптического типа система вариационных уравнений приводится к системе алгебраических уравнений, в задачах гиперболического типа – к системе обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, а в задачах тепломассопереноса – к системе обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.
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Рассмотрим схему алгоритма на простейшем примере двумерной задачи распространения тепла в прямоугольной ванне. Положим, что вдоль стен и дна ванны поддерживается постоянная температура жидкости 
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, а на поверхности происходит теплообмен. Иными словами, действуют следующие граничные условия:
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Здесь 
[image: image51.wmf]q

 - тепловой поток, 
[image: image52.wmf]l

 - коэффициент теплопроводности, 
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¶J

 - производная вдоль внешней нормали к поверхности, 
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 - коэффициент теплообмена, 
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J

 - температура среды. Требуется определить температурное поле в жидкости на заданном промежутке времени 
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 при заданных начальных условиях: 
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. Распространение тепла в жидкости происходит в соответствии с уравнением теплопроводности: 
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среди виртуальных полей температуры 
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Выберем виртуальное поле температуры с помощью фундаментального решения стационарного уравнения теплопроводности. Температура внутри объема жидкости представляется через значения температуры и теплового потока на границе следующим образом:
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где 
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 - некоторое разбиение отрезка 
[image: image71.wmf][

]

a

,

0

, 
[image: image72.wmf]b

y

y

y

n

=

=

,

...

,

,

0

1

0

 - некоторое разбиение отрезка 
[image: image73.wmf][

]

b

,

0

. Таким образом, виртуальное поле температуры, удовлетворяющее граничным условиям, представляется в фиксированный момент времени в следующем виде:
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Здесь 
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Для выбранного виртуального поля температуры (16) необходимые условия экстремума функционала (14) (
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где под знаками интегралов стоят известные функции. После подстановки полученного решения в (15) можно найти значения температур и, следовательно, потоков в любой точке рассматриваемой области параллельным образом. Рассматриваемы алгоритм является численным аналогом метода разделения переменных.
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